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Οδηγίες Χρήσης 


Το παρόν ΔΕΝ είναι διδακτικό βιβλίο. Είναι οι σημειώσεις των διαλέξεων χαι των Φροντιστηρί- 
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σημειώσεις δίνονται ηλεκτρονικά στους φοιτητές. 

Η διαµόρφωση της ύλης του μαθήματος, χαι συνεπώς των σημειώσεων, έχει γίνει λαμβάνοντας υπ΄ 
όψιν τις υφιστάμενες γνώσεις των φοιτητών χαι το γεγονός ότι το μάθημα διδάσχεται στο δεύτερο 
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τη βελτίωσή του όπως χαι τυχόν παρατηρήσεις σχετιχά µε ορῦογραφικά/ τυπογραφικά σφάλματα, λάδη 
στις ασκήσεις χαι χάδε φύσεως πρόβλημα. Θα είναι χαρά µας επίσης αν το χρησιμοποιήσουν χαι άλλοι 
διδάσκοντες. 


Γιάννης Κοντογιάννης, }18ηπ{5038180Ώ. ρε 
Σταύρος Τουμπής, τουπρ{βθαιεὈ. ϱτ 


(ϐ. 2010-2015 Γιάννης Ιοντογιάννης, Σταύρος Τουμπής 
Επιτρέπεται η χρήση µέρους ή όλου του παρόντος για οποιαδήποτε 
μη κερδοσκοπική και όχι εμπορική 
διδακτική ή ερευνητική δραστηριότητα 


Περιεχόμενα 


1 Μέτρο Πιθανότητας 1 
αν Σο ο ο ο ο -- ---- -υ--υ-υ-- 1 
κα μαπιο κώροι κ δα νο ὡ ας ὃ αρ κα ὃν ελώ α ὢ ο κλά α ὣ ον ο ὁ ας ὃ 
ο μι ο. ο ο ο ο ο ο... 12 
ως Ἰθιωπητες ΠΟ ανοτημώΝ ιο θοεακ εάν ο ενα φας ν ὃς Δον α-ἳ ο Δρ αρα ἂς ρα 21 

2 Συνδυαστική 27 
με σαν ντ ο ο ο ο ο ο. - μυ 29 
ον ο μ ο  υ -  - -- ---- -υ-- ν υ-.. 9ἱ 
ο το Σο μμ αν ο ο ο ο ο. ο 95 
9.4 Ἐπαναληπτικές Διατάξεις χαι Επαναληπτικοί Συνδυασμµοί . . . ν ν ν νε νε εν κ νεος μμ 
ο ο κα ο ο αν ο ο ο ο ὐ .... 41 

ὃ Δεσμευμένη Πιθανότητα και Ανεξαρτησία 49 
μμ ο ο Ελ ολἡ α ο  ο -ο  - --.. 49 
ο) Ιδιοητες  Ἀδοευπενης Παν οητας Ἡ αρ θα ος ας Αν κρ ον ας ἁθλι κό ὃν α το σαε μμ Ἡ ο 
ια ο άν καλο οοκ α α ο  ο οου  -- ο -- 60 
ο δολ το ο ο. ο ο ο... 65 

4 Διακριτές Τυχαίες Μεταβλητές το 
ας εαβῤπες οαίεα Νεπορλητές απο νε ὃς αν κος αι ὁ ανα δν το 
ο πο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο... δδ 
ας νο ο ο ο ο ο ο νο ον ο ντ ο... 95 
Αν ο μυ -------υ- ------Ὅ---. 96 

ὅ Συνήθεις Περιπτώσεις Διαχριτών Τυχαίων Μεταβλητών 99 
ο ας μη δω ο ο ον ο ο ο ο ο ο ο ο. 99 
ολ ος κ πμ ο ο ο ο ο ο ο ο ου... 102 
ο ο ο. κα σα ο ο ο ο ο ο ου ο... 10 
ο Μο ο κο ασ ---υ- 109 
οσοι μπερπεώμετρυα ΑαπονομἩ ο ο σος ορ τε οτε ον δν ος φορ ώς ών 115 
ο ο ο ο ο --υ- --- 115 
ος ο ων ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο ο 

ϐ 2Ζεύγη Διαχκριτών Τυχαίων Μεταβλητών 127 
ΕΕ ον ο ου --υ---υ--υᾱἵ- -υ-υ-υ-υυ- 127 
ΑΕ κ ο μα ο ο ο ο ο ο 195 
60.5. Μέση Τιμή Συνάρτήησης Δύο Τυχαίων Μεταβλητών .. . «ντ νε νε νε εν κ νεος 195 


Π] 


ἵν ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ 
ο Ἀνεξάρτησεά Γυναίες Μεπταρλητέα ο κ αώε αο κα Ἡν ρα να Ἡ ατα διά 144 
65, ΙΑβοθίσμα Αλ εξάρτηπών Ἑοπαίων Μεταρλητών ο ο ο ρωες ἁν αρα ᾱν αλα ορ ανά 149 
κ Ες ασ σα ρω ο ο ο ο ο ο ο... 154 
7 Σουνεχείς Τυχαίες Μεταβλητές 161 
Πο ο ασ ασ ο ο ο ο ο ο 161 
Τρία Μο κα ο οσο ο ο ο ο ο ο ο ο... 11 
ο Μέση μμ σαινιαστόδα ο ας ας ορ νο αν δα ᾱ ο βίρρκτν 116 
κ ο κα μα  ο ο ς  το.... 151 
το ΜΕΡΙ ΤΟ ῶΝΜΕΤΑ ΗΤΟ νο ες Αρ ον ρδος ο ᾱ θα δος ιοί Ἐ ἃ 1δ4 
δ Συνήθεις Περιπτώσεις Συνεχών Τυχαίων Μεταβλητών 18” 
δει; Ὁμδιοόεθη Καπανο ας ο ρα μι τν αμ ον να αφ ον ὢ να ος ο μον Ὁ ετβεῖς 18δΥ 
ο ων ο -υ----υ--υ-υ---υ---ᾱ-- ου... 191 
δα ανω καπάνομ τς ο αωφο σωα αν ατα ρα μόνος ἁοζε μίας ωακω ος 196 
8.4 Ὑπολογισμός Πιδανοτήτων Ιανονικής Κατανομής. . . ν ν κ κ νε κ κ κ εν νε νεος 202 
Μο ο ο ο μα. Φος ο ο ο ο. 209 
9 Ζεύγη Συνεχών Τυχαίων Μεταβλητών 215 
Αθ ο κκ ο ο ο ο σος ο... 215 
ο ο δολ ο ρο ο  οοο ------- -- ---- 229 
το Μεση Τη μα μονο ομονσµ ςαώῷ αο φαν ε οτᾷ ος αρ 2550 
94 Ἀνεξαρτητες ουνεχείς Ἑπαίες Νεπταβλητες ον οκ οκ μα κ μι 238 
ο Πιο κα ο ο ο ο ο ο ο ο ο... 241 
906 Πολλες ευνεαίς Ευναίρε Μεταρκη τος ας ών κωμςο όε αον νοροέτε -ὃ θέσει 252 
10 Οριαχκά Θεωρήματα 255 
Ιο. Ισυτητα που ιακον κ ο  ώυορ αν πιο οι ρώ αν ο ρα ο ωρώ ᾱ ὥι 299 
ον ο θ ομσ  ο υυ- ... 200 
πι κ κ ο ο νο ο ο ο ο ο ο 202 


Ἰνμα οικου Οριακο Ὀεώρημα ο ασ εαν ο ανα ας ο δια ος δὲ Αλί αν πο 206 


Κεφάλαιο 1 


Μέτρο Πιδονότητας 


1.1 


Σύνολο 


Έϊνα µεγάλο µέρος του μαθηματικού λεξιλογίου της Θεωρίας Ηιδανοτήτων χρησιμοποιεί 
βασικά στοιχεία της Θεωρίας Συνόλων. Ξεχινάμε υπενθυμίζοντας μερικούς ορισμούς. 


Ορισµός 1.1. (Πράξεις μεταξύ συνόλων) 


Ἱ. 


Ένα σύνολο είναι µια συλλογή στοιχείων. Π.χ.,τα ΑΞ {--ἶ,-Εἰ}, 8Ξ 49.5,9}, 
Ζ Ξ {...,--ἶἰθ,1,2,...} Ξ οι ακέραιοι αριθμοί, Ἐ Ξ- οι πραγματικοί αριθμοί, 
6Ξ-4{Α. Β8.5,451, ΕΝ}, Ι) Ξ- {Παναγιώτης, Θανάσης} είναι όλα σύνολα. 


.. Όταν κάποιο στοιχείο α ανήκει σε κάποιο σύνολο «Α, γράφουµμεα Ε Α. Αντοα 


δεν ανήκει στο «Α, γράφουµεα α Α. Π.χ., πιο πάνω έχουµε ὸ Ε Β, αλλά θ α Α. 


Το Α είναι υποσύνολο του ὮΒ αν κάδε στοιχείο του Α ανήκει και στο ΑΒ, οπότε 


γράφουμε Ας Β. 


ΔΑ νά σ / / . / « /. / 4 σν / 
ὁ ύο σύνολα είναι ίσα όταν περιεχουν ακριβώς τα ἴδια στοιχεια (ή, ισοδύναμα, το εγα 


/ σβ ο / 
είναι υποσύνολο του άλλου και αντίστροφα.) 


Το Α είναι γνήσιο υποσύνολο του Ὦ αν το Α ς Β, αλλά τα Α. Β δεν είναι ίσα, 


δηλαδή υπάρχει στοιχείο του ἢ που δεν ανήκει στο Α. Γράφουμε Ας Ε. 


.. Το κενό σύνολο { ή {} έχει την ιδιότητα ότι δεν περιέχει κανένα στοιχείο, δηλαδή 


α ἆ {) για οποιοδήποτε α. 


. Η ένωση ΑΙ) Β δύο συνόλων Α, Β είναι το σύνολο που αποτελείται από όλα τα στοι- 


χεία που ανήκουν στο Α ή στο Β (ή και στα δύο). Δείετο Σ)χήµα 1.1. Γενικότερα, 


η ένωση ενός πεπερασµένου πλήδους συνόλων Αι, Α.....,. Αν συμβολίζεται ως 
Ν 
ΑΙΟ ΑΟ": 0 ΑνΞ| )Αι 
--] 
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Σχήµα 1.1: Γραφική αναπαράσταση τῆς ένωσης ΑΙ Β, της τοµής ΑΠ Β, χαι του συμπληρώματος 
Α’. Τέτοια σχήµατα καλούνται Διαγράμματα Ψεπῃ χαι είναι πολύ χρήσιμα στην διαισθητική ερμηνεία 
πολλών ιδιοτήτων των συνόλων. 


ως ας ο / ο ὰ 
και περιέχει όλα τα στοιχεία του Αι, όλα τα στοιχεία του «Α., κ.ο.κ., Και µόνο 
αυτά. διυνεπώς, ένα στοιχείο 3 ανήκει στην ένωση αν Και µόνο αν ανήκει σε 

/ / τ / ιο ο) ρ / α 
τουλάχιστον ένα από τα Αι. Η ένωση {};.ι Αι µιας ακολουδίας άπειρου πλήθους 
συνόλων Αι. Α..... ορίζεται ανάλογα. 


δ. Η τομή ΑΠΡ δύο συνόλων «Α, Β είναι το σύνολο που αποτελείται από όλα τα στοιχεία 


που ανήκουν και στο Α και στο Β. Δείτετο Σιχήµα 1.1. Γενικότερα, η τοµή ενός 
πεπερασµένου πλήὔους συνόλων Αι. Α....., Αν συμβολίζεται ως 


Ν 
ΑΙΠΑΡΩ:: ΠΑΝΞ/{]Αι 


θ] 


και αποτελείται ακριβώς από αυτά τα στοιχεία που περιέχονται σε όλα τα Αι. Η τομή 


(Ώρ-ι Αι µιας ακολουδίας άπειρου πλήδους συνόλων Αι. Αο.... ορίζεται ανάλογα. 


9. Έστω κάποιο βασικό ή καθολικό σύνολο ϱ, στο οποίο υποθέτουμε ότι βρίσκονται όλα 


τα στοιχεία που µπορούν να υπάρζουν στα πλαίσια κάποιου µαδημµατικού μοντέλου. 
ο συμπλήρωμα αν ενός συνόλου Α που είναι υποσύνολο του βασικού συνόλου ) 
αποτελείται από όλα τα στοιχεία του Ω) που δεν ανήκουν στο Α. Δείε το 2,χήµα 1.1. 


Παρατήρηση: Εναλλακτικά, για το συμπλήρωμα ενός συνόλου «Α χρησιμοποιούνται 
χαι οι συμβολισμοί Α και Α- (από το εοπηρ]οπιοΠ{). 


Λήμμα 1.1. (Βασικές ιδιότητες συνόλων) 
Έστω οποιαδήποτε σύνολα Α, Β.6.. Έχουμε: 


1.1. ΣΥΝΟΛΑ ) 


1. ΑΙ) ΕΞ Βι) Α (η ένωση είναι αντιµεταθετική). 
.ΑΠΒΞ ΒΠ Α (η τοµή είναι αντιµεταδθετική/). 
ο ως 
. ΑΔ) Α’-- Ω, όπου Ω είναι το καθολικό σύνολο. 


ο... --ᾱ- 


Αω(ΡΩΟ)Ξ(ΑύΒ)Ω(ΑιΙ)6) (η ένωση είναι επιµεριστική ως προς την τοµή). 


ὄ 
ώ 
4 
ὅ 
6. ΑΠ(ΒωΟ) Ξ(ΑΠΒ)ωώ(ΑΠΟ) (η τοµή είναι επιµεριστική ως προς την ένωση). 
Ὅι 
δ.(Αι) Β)’Ξ Α’Ω Β’ (Νόμος Ρε Μοτφατ). 

ὦ 


.(ΑΠ Β)’Ξ ΑΙ) Β’ (Νόμος ἢε Μοτφατ). 


Απόδειξη. Θα δείξουµε την απόδειξη µόνο τῆς τελευταίας ιδιότητας, (ΑΩΒ)’ - ΑΡ’. 
χαθώς οι αποδείξεις των πρώτων ὃ είναι προφανείς, χαι οι αποδείξεις των 6, 7,5 ανάλογες 
µε την απόδειξη της τελευταίας. Η μέθοδος που Όα ακολουθήσουμε για να αποδείξουµε 
ότι τα δύο σύνολα είναι ίσα είναι η χλασιχή: Όα αποδείξουµε ότι το ένα είναι υποσύνολο 
του άλλου χαι το αντίστροφο. 

Ἠστωλοιπόνσε(ΑΠ Β)’. Το α δεν ανήκει στο ΑΠ Β, άρα είτε δεν ανῄχει στο Α, 
είτε δεν ανήχει στο ΑΒ, αλλιώς έχουµε άτοπο. Άρα, είτε ανήκει στο «Α’, είτε ανήκει στο 
Β’. Άρα ανήχει στην ένωση Α’Ι) Β’. Ἆρα αποδείξαµεπως(ΑΩΡΒΡ)ς Α.0βΒ'. 


Έστω τώρα σε Α’Ι) Β’. Τότε παίρνουμε δύο περιπτώσεις: 


1. Αν το απ ανήκει στο «Α, τότε ανήκει στο Β’, αλλιώς έχουµε άτοπο. Άρα δεν ανήχει 
στο Β, άρα ούτε Χαι στο ΑΠ Β, άρα ανήχει στο (ΑΠ β)’. 


2. Αν πάλι το α δεν ανήχει στο Α, τότε δεν ανήχει χαι στο ΑΠ Β, άρα ανήχει στο 


(ΑΓ Β).. 


Οπότε, σε χάὺδε περίπτωση, το 3 ανήχει στο (ΑΠ Β)’, και αποδείξαµεπως Α 0Ρς 
(ΑΓ Β)’. 

Αφού λοιπόν έχουµε ότι(ΑΩωβΒ)ς ΑὠβΒ' και ΑΒ ς (ΑΠ ΕΒ)’, αναγκαστικά 
(ΑΓ Β)Ξ Α.Ο Ρ’. 

Μπορείτε να γράψετε τις αποδείξεις των ιδιοτήτων 6.1.8; Οιπερισσότερες από τις άνω 
ιδιότητες γενιχεύονται χαι στην περίπτωση περισσότερων των 2 ή χαι απείρων συνόλων. 
Ἡιπορείτε να χάνετε μερικές γενικεύσεις Επίσης, µπορείτε να σχεφτείτε χαι άλλες 
ιδιότητες; 
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Παράδειγμα 1.1. Παρατηρήστε πως 


ο) 


[110,1] -- [0,οο). 


τς] 


Πράγματι, έστω ένας οποιοσδήποτε αριθµός 3 Ε [0,οο). Έστω χάποιο πο Σ απ. Τότε 
ος Ε[θ,πρ], άρα εἰ} ιθ,π]. Αντιστρόφως,αν α Εε{} ι[θ,π] τότε Όα ανήχει σε 
χάποιο [0, πρ], άρα χαι στο 0, οο). Άρα πράγματι τα δύο σύνολα ταυτίζονται. 


Παράδειγµοι 1.2. (Άπειρη ένωση και άπειρη τοµή) Έστω σύνολα Απ 0, 1 -- 5), 
τι τς ΕΕ 0,1 -- ), Ίι Ξξ 1.2.... Ὥστω τα σύνολα 


ον ο 
ΤΞΞΙ ΤΞΞ1Ι ΤΞΞ1Ι ΤΙ 


Μπορείτε να περιγράψετε αυτά τα σύνολα πιο απλά; Μπορείτε να αποδείξετε αυστηρά 
τον ισχυρισμό σας; 


1.2. ΔΕΙΓΜΑΤΠΚΟΙ ΧΩΡΟΙ 9 


1.2. Δειγματικοί Χώροι 


Ορισµός 1.2. (Δειγματικοί χώροι) 


τν 


(0 δεηλματικός χώρος (Δ.Χ.) Ώ είναι το σύνολο όλων των δυνατών αποτελεσμάτων 


ενός τυχαίου πειράματος. 


2. Τα στοιχεία του δεη)ματικού χώρου καλούνται αποτελέσµατα. 


ὃ, Οποιοδήποτε υποσύνολο Α ς Ὦ του δεη)µατικού χώρου ζ) ονομάζεται ενδεχόµενο. 


4. Ία ενδεχόμενα που αποτελούνται από ένα µόνο αποτέλεσµα, δηλαδή τα υποσύνολα 


Ας Ὦ της µορφής ΑΞ- {ω} όπουω Ε Ώ, λέγονται στοιχειώδη ενδεχόμενα. 


ὅ. Δύο ενδεχόμενα Α., Β είναι ξένα (μεταξύ τους) όταν δεν έχουν κανένα κοινό στοι- 


χείο, δηλαδή ΑΩ ΒΞ 0. 


Παρατηρήσεις 

1. Μερικές φορές για τον δειγµατικό χώρο χρησιµοποιείται το σύμβολο 5 (από το 
φαιηρ]ο 5ραςο). 

2. Παρατηρούμε ότι ο δειγµατικός χώρος µπορεί πάντα να εχφραστεί ως η ένω- 
ση τόσων αποτελεσμάτων όσα τα αποτελέσµατα που περιέχει. ΙΠ.χ., αν {ὁ -- 
{ωι,ώο,... ΩΝ}, τότε Ω Ξ {ωιγί) {ωο}) -- ) {ων}. Γενικότερα, χάδε εν- 
δεχόµενο µπορεί να εχφραστεί ως η ένωση τόσων στοιχειωδών ενδεχοµένων όσα 
τα αποτελέσµατα που περιέχει. 

9. Επίσης παρατηρούμε ότι δύο οποιαδήποτε αποτελέσµατα {ωι} χαι {9} είναι ξένα 
μεταξύ τους (αρχεί, βεβαίως, να µην είναι τα ἴδια, δηλαδή το στοιχείο ωι να είναι 
διαφορετικό απ’ το ὠρ). 

4. Διαισθητικά: 


/ /΄ } /. [άν τά / 4 

(α΄) Έννα ενδεχόμενο Α είναι ένα σύνολο αποτελεσμάτων για το οποίο µας ενδια- 
φέρει αν Όα συμβεί ένα από τα αποτελέσµατα που το απαρτίζουν ή όχι, χωρίς 
να µας ενδιαφέρει ποιο από όλα τα αποτελέσματά του Όα συμβεί. 

(93 Το συμπλήρωμα του «Α΄ περιγράφει το αντίθετο ενδεχόμενο, δηλαδή την περί- 
πτωση του να µην συμβεί κανένα από τα αποτελέσµατα του Α. 

(Υ) Παρομοίως, η ένωση ΑΙ) Β δύο ενδεχοµένων «Α. Β είναι το ενδεχόμενο του να 
συμβεί το Α ή το Β, χαι η τοµή τους ΑΠ Β εἶναι το ενδεχόμενο να συμβούν 
και τα δύο. 


6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ι. ΜΕΤΡΟ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΑΣ) 


Σχήµα 1.2: Γραφική αναπαράσταση των διάφορων ενδεχόμενων του Παραδείγματος 1.4. 
(5 Διαισθητικά, τα ενδεχόμενα Α, Β εἶναι ξένα αν είναι αδύνατον να συμβούν 
συγχρόνως. 


ὃ. Αν χαι τυπικά οι έννοιες του αποτελέσματος χαι του στοιχειώδους ενδεχόμενου 
δεν ταυτίζονται (γιατί;), εντούτοις συχνά Όα τις αντιμετωπίζουμε ως ισοδύναμες. 


Παράδειγµοι 1.3. (Ρίφη κέρματος) Κατά µια έννοια το πιο απλό πείραµα που µπορεί 
να υπάρξει είναι η ρίψη ενός χέρµατος. Ο) δειγµατικός χώρος εἶναι ο 


ΞΞ{«Η.ΤΎ, 


όπου το Η σηµαίνει χορώνα (Πεαςβ), και το 1’ σηµαίνει γράµµατα ({α116). Τα δυνατά 
διακριτά ενδεχόμενα είναι µόλις 4: 


αμ πι. Ὁ, 


Παράδειγμοι 1.4. (Ρίφη δύο κερμάτων) Ρίχνουμε ένα κέρμα 2 φορές. Εδώ το σύνολο 
όλων των δυνατών αποτελεσμάτων είναι το 


Ω--{ΗΗ,ΗΤΙΤΗ,ΤΤΥ. 


Μπορείτε να υπολογίσετε πόσα είναι τα διαχριτά ενδεχόμενα; Έστω Α το ενδεχόμενο 
του να έρὺει ΙΧ την πρώτη φορά, χαι Β το ενδεχόμενο να έρὺει το ίδιο αποτέλεσµα δύο 
Φορές, δηλαδή, 

ΛΑΞ ΓΗΗ ΠΤΙ, ΒΡΕΙΒΗΗ ΣΤΥ. 
Π]οια είναι η ένωσή τους; ως ὃα την περιγράφατε µε λόγια; Ποια η τοµή τους; Στο 
Σχήµα 1.2 απειχονίζουµε τον {) χαι τα Α, Ε. 
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Ποράδειγµοι 1.6. (Τυχαία παιδιά) Έστω πως εχτελείται το αχόλουῦο πείραμα: ένα 
ζευγάρι χάνει Ώ παιδιά, χαδένα εΧχ των οποίων µπορεί να εἶναι αγόρι ή χορίτσι. 0ο 
δειγµατικός χώρος είναι το σύνολο {ὁ που αποτελείται από όλες τις δυνατές Ίι-άδες της 
µορφής ΧΧ...Χ, όπου Χ Ξ- Β ({ρογ) ή Χ- ἄ (βΙτ). Ἆρα περιέχει 2” τέτοια 
αποτελέσµατα. Π.χ. το αποτέλεσµα ω - 488... 1 περιγράφει την περίπτωση όπου 
το ζευγάρι έχανε πρώτα ένα κορίτσι χαι µετά (πι -- 1) αγόρια. 

Από ποια (και πόσα) αποτελέσµατα αποτελείται το ενδεχόμενο να έχει η οικογένεια 
το πολύ 1 αγόρια; Από ποια (και πόσα) αποτελέσµατα αποτελείται το ενδεχόμενο να 
έχει η οιχογένεια το πολύ 2 αγόρια, αν Ώ 2 2; 


Ποράδειγµοι 1.6. (Κι άλλα τυχαία παιδιά) Έιστω πως εχτελείται το αχόλουῦο πείρα- 
μα: ένα ζευγάρι χάνει παιδιά επ΄ άπειρο, µέχρι να Χάνει το πρώτο χορίτσι, χαι µετά σταµα- 
τάει. Ο δειγµατικός χώρος { εδώ περιέχει δύο ειδών στοιχεία: εχείνα που αντιστοιχούν 
στα αποτελέσµατα πεπερασµένου µήχους «, βα, Βμα, ΒΗΒΡά, χκ.ο.κ., και ένα που 
αντιστοιχεί στην περίπτωση όπου το ζευγάρι Χάνει άπειρα αγόρια, το ΒΒΒΒΒΒ... 
(Το αποτέλεσµα Βία αντιστοιχεί στο να Χάνει το ζευγάρι πρώτα ένα αγόρι (Ρογ) και 
µετά ένα κορίτσι (ᾳ1τ])). Δηλαδή, 
Ω- {ά. Βά. Ββαά, ..., Β... Βί, ων ΒΡΒΒΒΒΒ... Υ. 

Από ποια αποτελέσµατα αποτελείται το ενδεχόμενο να έχει η οιχογένεια το πολύ ὃ 

παιδιά; 


Παράδειγμοι 1.Τ. (Δύο διαδοχικές ζαριές) Ῥίχνουμε ένα ζάρι 2 φορές χαι χατα- 
γράφουμε τα δύο αποτελέσµατα µε τη σειρά που ἠρῦαν. Ο) δειγµατικός χώρος έχει 
σχεδιαστεί στο Σχήµα 1. (άνω). Επίσης, στο ίδιο σχήµα έχουµε σχεδιάσει τα 


.. Α-- {α, 0, (2, 9). (8, 3), (4, 4). (5, 5). (6, ϐ)} --«Φέραμε διπλές» .. 
ο. Β -- {{1, 3). (2, 5). (8. 1)} --«Ἀδροισμα 4». 

3, 0 -- {4 1). (4,9), (4, 3), (4, 4), (4, δ), (4, ϐ)} --«Πρώτο ζάρι 4». 
4. Ὁ -- {(1, 6), (9. 5), (3, 4). (4, 3), (5. 9), (6, 1)1 --«Ἀθροισμα 7. 


ὅ. ΕΞ {(1,5), (2,5), (3. 5), (4, 9), (5, 5), (6, ϐ)} ΞΞ«Δεύτερο ζάρι ὃ». 


Παράδειγµοι 1.8. (Δύο ταυτόχρονες ζαριές) Έστω το Παράδειγμα 1.7 όπου τα ζάρια 
ρίχνονται ταυτόχρονα, χαι δεν είµαστε σε θέση να τα ξεχωρίζουμε μεταξύ τους. 21ε αυτή 
την περίπτωση, οι ζαριές που προκύπτουν δεν είναι διατεταγµένες δυάδες, Χαι συνεπώς 
δεν έχει νόηµα να υπάρχουν στον δειγµατικό χώρο ταυτόχρονα οι δυάδες (1. 2) και (2, 1). 
(1. 8) και (3, 1). κ.ο.κ. Ο νέος δειγµατικός χώρος Ω χαι τα τροποποιημένα ενδεχόμενα 
Α, Β, Ι) εμφανίζονται στο Σχήµα 1.9 (κάτω). Τα ενδεχόμενα (, Ε άνω δεν έχουν 


νόημα σε αυτό το δειγµατικό χώρο. 


ἵς οθο 
η - 


θ 
Φε 


6196 
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Παρατηρήσεις 


1. Όπως φαίνεται από τα άνω παραδείγµατα, γενικώς μπορούμε να περιγράψουμε τα 
ενδεχόμενα µε δύο τρόπους: είτε µε απαρίὺμηση των αποτελεσμάτων τους, είτε 
περιφραστικά. 


2. Όπως φαίνεται από τα τελευταία δύο παραδείγµατα, σε πολλές περιπτώσεις πειρα- 
µάτων έχουµε πολλές διαφορετικές επιλογές για το ποιος ὃα είναι ο δειγµατικός 
χώρος. Ἡ επιλογή του δειγματικού χώρου είναι σε µεγάλο βαὺμό Ὀέμα µοντελο- 
ποίησης, χαι εξαρτάται από το τι θέλουμε να υπολογίσουμε. 


Ποράδειγµοι 1.9. (Δεηματικός χώρος µε άπειρα αποτελέσµατα) Έστω ζυγαριά που 
µπορεί να μετρήσει βάρη µέχρι 100 χιλά. Αν το τυχαίο πείραµα είναι η ζύγιση ενός 
ατόμου, ο δειγµατικός χώρος είναι ο Ω -- 10, 100], και προφανώς αποτελείται από άπειρα, 
χαι µάλιστα µη αριὐµήσιµα αποτελέσµατα. Το ενδεχόμενο το βάρος ενός ατόμου να είναι 
το πολύ 60 χιλά είναι το (0, 50]. 


Παράδειγμα 1.10. (Πραγματικό γεγονός) Έστω πως ρίχνουμε ένα βελάχι σε ένα 
στόχο µε σχήµα χύχλου, χαι διάµετρο 460 επι. Αν πετύχουμε το στόχο το βελάχι µένει 
χαρφωμένο, χαι αν αστοχήσουµε το βελάχι πέφτει στο πάτωμα χαι το Χλέβει ο σχύλος 
μας. Εδώ ο δειγµατικός χώρος {ὸ µπορεί να περιγραφεί ὡς το αχόλουῦο σύνολο: 


5 { ν) εξ τα ν« 4ο] {ΣΚΥΛΟΣ}. 
Παρατηρήσεις 


1. Όπως φαίνεται από το προηγούμενο παράδειγµα, μερικοί δειγµατικοί χώροι µπορεί 
γα έχουν πολύ περίεργη δοµή. 


2. 2) πολλές περιπτώσεις, ο δειγµατικός χώρος µπορεί να πάρει τη µορφή δέντρου. 
Δείτε το επόμενο παράδειγµα. 


Παράδειγμα 1.11. (Μοπίψ Πα) Έϊστω το αχόλουῦο τηλεπαιχνίδι: ο διαγωνιζόµε- 
νος επιλέγει µια από τρεις χουρτίνες, αφού του πουν πως µία από αυτές χρύβει ένα δώρο 
χαι Οι άλλες δύο δεν κρύβουν τίποτα (χωρίς, φυσικά, να του πουν που είναι το δώρο). 
Αφού διαλέξει, ο παρουσιαστής του δείχνει µια απ΄ τις άλλες δύο χουρτίνες που είναι 
χενή, χαι δίνει την επιλογή στον διαγωνιζόµενο να χρατήσει την αρχιχή του επιλογή ή να 
επιλέξει την χουρτίνα που παραμένει κρυφή. Ο) διαγωνιζόμενος επιλέγει, χαι το παιχνίδι 
τελειώνει, είτε µε νίκη του διαγωνιζόµενου (αν η τελική κουρτίνα που επέλεξε περιέχει 
το δώρο). είτε µε ήττα του διαγωνιζόµενου (αν η χουρτίνα που επέλεξε δεν περιέχει το 


δώρο).: 


1Αυτό το παιχνίδι ήταν επί χρόνια τηλεπαιχνίδι στην Αμερική, γνωστό µε το όνοµα «ΜοπΏγ Ηα!Ι». Το βασικό 
ερώτημα, το οποίο ὃα εξετάσουμε αργότερα, είναι ποια είναι Ἡ πιο συμφέρουσα στρατηγιχή για τον παίχτη -- να κρατήσει 
την αρχιχή του χουρτίνα, ή να αλλάξει; 
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Σχήµα 1.4: Ο δειγµατικός χώρος του Παραδείγματος 1.11. Τα αποτελέσµατα που ανήκουν στο ενδε- 
χόμενο τῆς νίκης είναι υπογραμμισμµένα. 


Π]ως μπορούμε να περιγράψουμε τον δειγµατικό χώρο; Μια επιλογή είναι η αχόλουδη. 
Έϊστω πως ονομάζουμε κουρτίνα Α την χουρτίνα όπου βρίσκεται το δώρο, χαι κουρτίνες 
Β, (τις άλλες δύο. Μπορούμε να περιγράψουµε τα αποτελέσµατα ως τριάδες της µορφής 
(Χ, Χ, Χ), όπου τα ἅ΄ παίρνουν τιµές Α, Β, ή 6, και το πρώτο στοιχείο δείχνει την 
επιλογή του διαγωνιζόµενου, το δεύτερο την χουρτίνα που αποχαλύφῦηχε, Χαι το τρίτο 
την κουρτίνα που επέλεξε τελικά ο διαγωνιζόμενος. 

Προφανώς υπάρχουν ὃ επιλογές για το πρώτο στοιχείο. Αλλά για το δεύτερο στοιχείο 
υπάρχουν 2 επιλογές αν ο διαγωνιζόμενος έχει αρχικά επιλέξει την χουρτίνα µε το 
δώρο, ενώ υπάρχει µόνο µία αν ο διαγωνιζόμενος έχει επιλέξει χενή κουρτίνα. Για το 
τρίτο στοιχείο, υπάρχουν πάντα δύο επιλογές. Ο) αντίστοιχος δειγµατιχός χώρος έχει 
σχεδιαστεί στο Σχήµα 1.4. 

Αν Ὀέλουμε τώρα να ορίσουμε, π.χ., το ενδεχόμενο Ν --«ο παίκτης χέρδισε το δώρο», 
παρατηρούμε πως τα αποτελέσµατα που καταλήγουν σε νίχη για τον διαγωνιζόµενο είναι 


εχείνα που έχουν τελευταίο στοιχείο το Α. δηλαδή, Ν ΞΞ{ΑΒΑ,ΑΦΑ.Β6Α.68Α]. 
Παρατηρήσεις 


1. Σε ποια άλλα από τα προηγούμενα παραδείγµατα ο δειγµατικός χώρος έχει επίσης 
τη µορφή δέντρου; 


2. Σε πολλά προβλήµατα, µας δίνονται τα πλήθη των στοιχείων κάποιων ενδεχόµενων, 
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Σχήµα 1.5: Γραφική αναπαράσταση των ενδεχόμενων στο Παράδειγμα 1.12. 


/ / / / /, /, /. 
χαι χαλούμαστε να βρούμε τα πλήθη των στοιχείων κάποιων άλλων. Δείτε για 
παράδειγµα το ακόλουθο παράδειγµα. 


9. Με |Α| δα συµβολίσουµε το πλήθος των στοιχείων ενός συνόλου Α. 


Παράδειγμοι 1.12. (Φοπητές) Από 50 φοιτητές που βρίσκονται σε µια αίθουσα, οι 
20 έχουν αυτοχίνητο, οι 10 έχουν μοτοσυκλέτα, χαι οι 25 δεν έχουν χανένα απ’ τα δύο. 
Ππιλέγουμε έναν φοιτητή στην τύχη. 

Εδώ μπορούμε να ορίσουµε τα εξής ενδεχόµενα, που εμφανίζονται στο Σχήµα 1.5. 


. -- Όλοι οι φοιτητές, 


Α - Όσοι έχουν αυτοχίνητο, 
Λ4 -- Όσοι έχουν μοτοσυκλέτα, 
ΑΙ) Μ Ξ Όσοι έχουν τουλάχιστον το ένα απ’ τα δύο µέσα, 


ΑΠ Μ Ξ Όσοι έχουν χαι τα δύο. 


Έχει δοθεί ότι [| -- 50,14 --20,1Μ]-- 10, και (ΑΙ) ΜΜ) -- 25. Θα βρούµε πόσοι 
φοιτητές είναι στο ΑΙ) Μ χαι πόσοι φοιτητές είναι στο ΑΏ Μ. 
Γιατο ΑΙ Μ, εὖὐχολα υπολογίζουμε ότι 


ΙΑΙΜΙ Ξ- 1-4 Μ)]--50--25--25. 

Για το ΑΠ ΛΜ, απὀ την γραφική αναπαράσταση στο Σχήµα 1.ὄ, παρατηρούµε πως 
ΙΑ ΜΙΞΙΑΙΕΙΜΙ--)ΑΠΜΙ, όπου αφαιρούμε τα στοιχεία του συνόλου ΑΠ Μ για 
να µην μετρηθούν δύο φορές. Παρατηρούμε επίσης ότι έχουµε βρει ΑΙ) ΛΙ -- 25. ενώ 
µας δίνεται χαι ότι|Α|-- 20 και ]Μ|Ξ-10,άρα,ΙΑΩΠΜΙ- 20-10 -- 25--5. 
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1.5. Μέτρο Πιθανότητοας 


Βάµαστε έτοιµοι να δώσουμε έναν αυστηρά μαθηματικό ορισµό της έννοιας τῆς πιδανότη- 
τας. Αν χαι, εχ πρώτης όψεως, ο ορισμός φαίνεται δυσνόητος χαι πολύ απομακρυσμµένος 
απ΄ αυτό που διαισθητικά ονομάζουμε «πιθανότητα», όπως ὃα δούµε στα παραδείγµατα 
που αχολουὺούν, στην πράξη είναι πολύ απλός χαι εὐχρηστος. 


Ορισµός 1.3. (Μέτρο πιθανότητας) Έστω ένας δεη)µατικός χώρος Ω και έστω 
το δυναμοσύνολο του Ώ, δηλαδή το σύνολο που έχει ως στοιχεία όλα τα ενδεχόμενα 
Ας Ὦ (συμπεριλαμβανοµένου και του κενού συνόλου {). Ένα µέτρο πιθανότητας είναι 
µια συνάρτηση Ρ: 7 --» 10, 1] η οποία ικανοποιεί τις παρακάτω Ιδιότητες, που καλούνται 


ώς σα 
αξιώματα των πιθανοτήτων: 


1. (Πρώτο Αξίωμα) Ρ({Α) Ξ 0 για οποιοδήποτε ενδεχόμενο ΑΕε-Σ. 


2. (Δεύτερο Αξίωμα) Ρ(Ω) Ξ. 


ὃ. (Τρίο Αξίωμα) Αν δύο ενδεχόµενα Α. Β Εε « είναι ξένα (δηλαδή ΑΩ 8 ϐ), 
τότε 
Ρ(Α4υ Β)Ξ Ρ(4Α) -- Ρ(8). 
Και γενικότερα, αν Αι, Α.,... είναι µια οποιαδήποτε (πεπερασμένη ή όχι) ακολου- 
Όία ξένων ενδεχοµένων (δηλαδή ΑΠ Α/ Ξ- ϐ για κάθε {σε 1), τότε 
Ρ(ΑιΙ) Λο...) Ξ Ρ(ίΑι) -- Ρ(Α.2) --.... 


Παρατηρήσεις 
1. Τα πρώτα δύο αξιώματα είναι ιδιότητες που προφανώς πρέπει να έχουν οι πιδα- 
νότητες. Πράγματι, δεν µπορεί η πιθανότητα να συμβεί κάτι να είναι αρνητική. 
Επιπλέον, η πιθανότητα να συμβεί οτιδήποτε πρέπει να είναι 10050, δηλαδή 1. 
2. Το τρίτο αξίωμα είναι χαι αυτό λογικό, µετά από λίγη σκέψη. Για παράδειγµα, έστω 
πως ρίχνουμε ένα ζάρι, χαι έστω ο δειγµατικός χώρος ΩΞ 41,2, 5.4, 5, 6}. Έστω 
πως 


Ρ41.21) Ξ 1/5, 
Ρ(19,41) Ξ 1/5, 
Ρας) Ξ 1, 


Τότε, πρέπει να ισχύει 


Ρ({1.9,3,4}) -- Ρ({1 210 {9.4}) -- Ρ({1 21) Ρ({8.4Υ) -- 1/3Ε1/8 -- 5/3, 
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αλλά δεν είναι απαραίητο να ισχύει 
Ρ({1 29591) Ρ41,21 0 12,51)) 5 Ε(1 2) ΕΕ 2, 51/9 1/9 -- 2/8. 
Μπορείτε να βρείτε ένα άνω χαι ένα χάτω φράγμα για την άνω πιθανότητα; 


ὃ. 0 άνω ορισμός εἶναι αρχετός για τις ανάγκες του µαθήµατος. Πρέπει πάντως να 
αναφερΏεί ότι σε ορισμένες περιπτώσεις δεν είναι σωστός, καθώς µπορεί να αποδει- 
χτεί ότι αν το {) είναι µη αριῤµήσιμο, τότε δεν υπάρχει µέτρο πιδανότητας που να 
µπορεί να οριστεί στο δυναμοσύνολο , χαι αναγκαστικά πρέπει να περιοριστούµε 
σε ένα σύνολο συνόλων µε µιχρότερο μµέγεὺος. Το συγκεκριµένο πρόβληµα είναι 
αυστηρώς μεταπτυχιαχού επιπέδου, χαι µπορείτε να το αγνοήσετε. 


4. Μια µεγάλη κατηγορία προβλημάτων µας δίνει τις πιδανότητες κάποιων ενδεχό- 
µενων, χαι ζητά να υπολογίσουμε τις πιθανότητες άλλων. Δείτε το αχόλουῦο 
παράδειγµα. 


Παράδειγμοι 1.139. (Τρία δίκτυα) Σ)ε ένα εργαστήριο πληροφορικής λειτουργούν τρία 
δίχτυα, από τα οποία έχουµε παρατηρήσει πως στο πρόσφατο παρελὺόν 


ο 0/70 των ηµερών, τουλάχιστον ένα δίκτυο δεν λειτουργεί, 
ο 1/0 των ηµερών, αχριῤώς δύο δεν λειτουργούν, 
ο ὕ 7) των ημερών, δεν λειτουργεί κανένα δίκτυο. 


Έστω το τυχαίο πείραµα της παρατήρησης του ποια δίκτυα λειτουργούν σήµερα. 
Ππιλέγουμε τον δειγµατικό χώρο 


Ὢ -- {000,001, 016.011. 100, 101.110, 1113. 


όπου, για παράδειγµα, το αποτέλεσµα 011 σηµαίνει ότι λειτουργούν το δεύτερο χαι το 
τρίτο δίκτυο. 

Έστω Βι το ενδεχόμενο του να λειτουργούν αχριβώς { απ΄ τα τρία δίχτυα, για { -- 
0,1,2.5. Για παράδειγµα, το ο Ξ- {110, 101.011} είναι το ενδεχόμενο να λειτουργούν 
αχριθώς δύο δίχτνα. Παρατηρήστε πως {ὸ -- ος Β1. 

Από τις υποθέσεις µας δικαιολογούµαστε να θέσουμε ότι Ρ(159ϱ) Ξ- 570 -- 0.05 και 
Ρ({5ι) -- 1070 -- 0.1. Επιπλέον, η πρώτη υπόθεση µας λέει ότι Ρ(84) -- 500 - 0.9 
(χιατί;). Αλλά ποιες είναι οι πιθανότητες των Βὸ και [4 

Για το 4 παρατηρούμε ότι, εφόσον το «λειτουργούν χαι τα τρία δίχτυα» είναι το 
αντίθετο του «τουλάχιστον ένα δεν λειτουργεῦ», διαισὺητικά περιμένουμε να ισχύει ότι 


Ρ(Βο) -1-- Ρ(81 --1--08 -- 0.7. 
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Πράγματι, μπορούμε να δούµε χαι αυστηρά πως αφού τα Β3 και 84 είναι ξένα χαι επιπλέον 
Β4 1) Β. Ξ- Ώ, απὀ το τρίτο αξίωμα Όα πρέπει να έχουµε 


Ε(Ω) -- Ρ(5. 0 89) -- Ρ(159)  Ρ(59) -- Ρ(0) -- Ρ(09) -- Ρ(33) 
--1-- Ρ(Β:) -- Ρ(Β)) -» Ρ(Β.) --ι-- Ρ(Β)). 


Η δεύτερη συνεπαγωγή προέχυφε απὀ το δεύτερο αξίωμα. 
/ / / / / / / 
Για το ο τώρα, παρατηρούμε ότι το ενδεχόμενο ἢ. του να µην λειτουργεί τουλάχι- 
στον ένα δίκτυο µπορεί να εκφραστεί ως η ένωση 


ΒὰΞ- Βοἱ) Βι) Βο 
όπου τα Βρ. Βι χαι Βὸ εἶναι εξ ορισμού ξένα. Άρα, 
0.3 -- Ρ(8:) -- Ρ(50) -- Ρ(81) -- Ρ(5Β.) -- 0.05 -Ε0.1 -- Ρ(5.), 
οπότε βρίσχουµε πως Ρ(8Ρ») -- 0.15 ή 15500. 
Παρατηρήσεις 


1. Παρατηρήστε ότι χρησιµοποιήσαμε την πολύ χοινή σύµβαση ότι όταν η πιδανότητα 


κάποιου ενδεχόµενου Ρ(4Α) -- α γράφουμε χαι Ρ(4Α) -- 100αὔ. 


2. Στο άνω παράδειγµα, όπως χαι σε πολλά άλλα που Όα δούµε στη συνέχεια, υπήρ- 
χαν χαι άλλοι τρόποι για να ορίσουµε τον δειγµατικό χώρο. Για παράδειγµα, ὃα 
μπορούσαμε να ὑέσουμε 

ος ο και 
όπου ο αριυµός δείχνει απλώς τα δίχτυα που λειτουργούν. Πως Όα περιγράφαµε 
τότε τα ενδεχόµενα 5η; 


9. Ἠπιπλέον, ὃα μπορούσαμε να υπολογίσουμε τις ζητούμενες πιθανότητες ορίζοντας 
μεν τα ενδεχόμενα ΑΓ; µε λόγια, αλλά χωρίς να ορίσουµε ρητώς τον δειγµατιχό χώρο. 
Στη συνέχεια, πολύ συχνά Όα αποφεύγουμε να ορίζουµε ρητώς τον δειγµατιχό 
χώρο, όταν αυτό δεν Όα είναι απαραίτητο για την επίλυση του παραδείγματος. 


4. Αργότερα Όα αποδείξουµε αρχετές ιδιότητες των πιθανοτήτων που χάνουν υπολο- 
γισμούς όπως αυτούς του προηγούμενου παραδείγματος αρχετά γρηγορότερους. 


Παράδειγμοι 1.14. (Δίκαιο ζάρι) Ρίχνουμε ένα «δίκαιο» ζάρι. Ο δειγµατικός χώρος 
ΩΞ {1,2.59.4,5,61. 

Εφόσον το ζάρι είναι «δίκαιο», απαιτούµε το αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας ἢ που 
περιγράφει αυτό το πείραμα να δίνει την ἴδια πιθανότητα, δηλαδή 1/6, σε κάθε δυνατό 


στοιχειώδες ενδεχόμενο, δηλαδή να ισχύει Ρ(41}) Ξ- 1/6 για κάθε { Ξ- 1,....6. Όι 
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πιδανότητες των υπολοίπων ενδεχόμενων μπορούν να προχύφουν µε χρήση του τρίτου 
αξιώματος, αφού όλα τους μπορούν να γραφούν σαν ένωση ξένων στοιχειωδών ενδεχό- 
µενων. 
Για παράδειγµα, ορίζουµε τα ενδεχόμενα 
Α Ξ «ζυγό αποτέλεσµα» - {2,4,6}, 
Β Ξ «μονό αποτέλεσµα» - 4{1,39,5). 


Για να υπολογίσουμε την πιθανότητα του ενδεχοµένου Α (η οποία διαισθητικά είναι 
«προφανώς» ίση µε 1/2), παρατηρούμε πως 
ΑΞ {2γι) {4.46} 
χαι πως όλα τα στοιχειώδη ενδεχόμενα είναι ξένα μεταξύ τους. Ἆρα από το τρίτο αξίωμα 
έχουμε 
Ρ(ίΑ) - Ρ(42χ 44461) Ξ Ρ(42}1)-Ε Ρ(441)-ΕΡ(46))Ξ1/6-Ε1/6-1/6- 1/2. 
Παρομοίως υπολογίζουμε την πιθανότητα του μονού αποτελέσματος: 


Ρ(Β) -- Ρ({1}ὐ {8} υ{5)) -- Ρ41))ΕΡ(31)«ΕΡ({5)) --1/6-.1/6-ς1/6 -- 1/0. 


Παρατήρηση: Στο εξής, για τα στοιχειώδη ενδεχόμενα {ω} Όα γράφουµε και Ρ(ω) 
εχτός από Ρ({ω}). 


Παράδειγμοι 1.15. (Άδικο ζάρι) Η άνω επιλογή για τις πιδανότητες των στοιχειω- 
δών ενδεχοµένων εἶναι ίσως αυτή που αντιστοιχεί πιο χοντά στην πραγματικότητα, αλλά 
δεν είναι η µόνη που είναι αποδεκτή από την Θεωρία Πιδανοτήτων. Μια άλλη είναι να 
επιλέξουμε, για τις πιδανότητες των στοιχειωδών ενδεχόμενων, τις αχόλουδες πιδανό- 
τητες: 
πε ο Εώς, πμ ΕΕ ΕΕ ΙΟ ΞΠΙς. 

Επίσης, για όλα τα άλλα ενδεχόμενα επιλέγουμε την πιδανότητα που προκύπτει µε ε- 
φαρµογή του τρίτου αξιώματος. 


Παράδειγμοι 1.16. (Δύο ζαριέο) Ῥίχνουμε ένα ζάρι 2 φορές, οπότε ο δειγµατικός 
χώρος {ὸ αποτελείται από τα 26 δυνατά αποτελέσµατα: 
ο τε πα ο ο μι 15.16 
Αμ. .26, 
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1. Όπως χαι στο Παράδειγμα 1.14, αν η ζαριά είναι δίκαιη λογικά υποῦέτουμε ότι 
το καθένα από τα 36 αποτελέσµατα έχει την ἴδια πιθανότητα, δηλαδή 1/96. Θα 
υπολογίσουμε την πιδανότητα των εξής ενδεχοµένων: 

Α «ασσόδυο» Ξ {12.21}, 

Β Ξ «εξάρες» Ξ- {66}, 

6. Ξ «6 την πρώτη φορά» -- {61, 62.65.64: 65, 66}, 
1) «άθροισμα 6» 415,24. 95,49, 91 }. 


Ι 


Για το Α έχουµε, από τις πιο πάνω υποδέσεις, 


Ρ(Α) Ξ- Ρ({12,211) ΞΡ(4120 4211) - Ρ(192)-Ε Ρ/21) 
νο η 
αρ Έπο τα 005565, 


όπου χαι πάλι χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι τα στοιχειώδη αποτελέσµατα είναι 
πάντοτε ξένα μεταξύ τους. Για το Β απλώς έχουµε Ρ({Β) Ξ Ρ(66) Ξ 1/56, άρα 


υπάρχει διπλάσια πιθανότητα να φέρουμε ασσόδυο απ΄ το να φέρουμε εξάρες. 
Με την ίδια λογική, για το «’ έχουµε 
Ρ(Ο) Ρ({61} ω462γ) {65} 464) ω 4651 {66)) 
Ρ(61) -- Ρ(62) -- Ρ(63) -- Ρ(64) -- Ρ(65) -- Ρ({66) 
ο ρο πς 


δηλαδή µόλις αποδείξαµε το διαισθητικά προφανές -- ότι η πιδανότητα του να φέ- 
ρουµε ϐ την πρώτη φορά είναι 1/6. Και ακολουθώντας πάλι την ἴδια λογική, εύκολα 
υπολογίζουμε ότι, εφόσον το {) αποτελείται από ὅ στοιχεία και όλα τα αποτελέ- 


σµατα είναι ισοπίθανα, Ρ(1)) -- 5/06. 


2. Αν η ζαριά δεν είναι δίκαιη, τότε Όα πρέπει να δώσουμε σε χάὺδε ένα απὀ τα α- 
ποτελέσματα διαφορετική βαρύτητα, ανάλογα µε την διαίσὺησή µας για το τι είναι 
λογικό στο συγκεχριµένο πρόβλημα. Για παράδειγµα, μπορούμε να υποδέσουμε 
πως 

1 

18) 

π-...-- 

(1) -- 45) Ί 7, 


υπολογίζοντας τις πιδανότητες όλων των άλλων ενδεχόµενων µέσω του τρίτου 


Ρ(11) - Ρί22) Ξ.««Ξ Ρ(66) - 


αξιώματος. Η συγκεκριµένη επιλογή Όα ήταν κατάλληλη αν, για παράδειγµα, µο- 
ντελοποιούσαμε τα αποτελέσµατα των ζαριών ενός παίχτη που «τσιµπάει» τα ζάρια 
χαι φέρνει διπλές πιο συχνά από άλλες ζαριές. 
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Παρατήρηση: Τα Παραδείγματα 1.14, 1.15. 1.16 γενικεύονται στα αχόλουῦα 2 λήµ- 
µατα. Το πρώτο από τα λήµµατα έχει εφαρµογή σε πειράµατα µε πεπερασμένο πλήὺδος 
αποτελεσμάτων που Ὀέλουμε να µοντελοποιήσουμε ὡς ισοπίδανα. Το δεύτερο έχει 
εφαρµογή σε πειράµατα µε πεπερασμένο πλήθος αποτελεσμάτων, αλλά όπου κάποια α- 
ποτελέσματα πρέπει να μοντελοποιηὺούν ως πιο πιδανά απὀ άλλα. 


Λήμμα 1.2. (Ομοιόμορφο µέτρο πιθανότητας σε πεπερασµένους δειγματικούς χώ- 
ρους) Έστω δειγµατικός χώρος Ω Ξ {ωι,ώ»....ιὠπ} µε |] Ξ- πι αποτελέσµατα. Αν 
Ὀέσουμε 

4 


ΡΑ)-ἶπ. 


πΑςηᾳ, 


και, συνεπώς, 


1 
σι πα δνινντν 


ας ὤ ώς μα νο / / ἄ { / 
τοτε η συναρτηση .. οπως εχει οριστει εἶναι μετρο πιθανότητας, δηλαδή Ἱκαγοποιει τα 


Ρ(ωι) 5: 


αι Ζ 
αξιώματα των πιθανοτήτων. 


Απόδειξη. Καταρχήν, είναι προφανές ότι όλες οι πιδανότητες, όπως ορίστηκαν, είναι µη 
αρνητικές. Ἆρα ικανοποιείται το πρώτο αξίωμα. πιπλέον, εἰδικά για το «), έχουµε 
(ο) τν Ξ- 1. Ἆρα ικανοποιείται χαι το δεύτερο αξίωμα. Έστω τώρα δύο ξένα 
ενδεχόμενα Αι. Α.2. Αφού είναι ξένα, δηλαδή δεν έχουν κοινά στοιχεία, Όα πρέπει | 0) 
Λο] Ξ- μι] .. ΙΑ9|. Άρα: 

- ΙΑι υ) Α.] - μά] Ρο 


πο ας ο 


Ρ(ίΑ Α εξ. -- 
ο Μο σα 


χαι επαληδεύσαμε χαι το τρίτο αξίωμα για την περίπτωση δύο ενδεχόμενων. Η γενίκευση 
στην περίπτωση περισσότερων ενδεχόμενων είναι απλή. 


Λήμμα 1.9. (Αυδαίρετο µέτρο πιθανότητας σε πεπερασµένους δειγματικούς χώρους) 


Έστω δειμµατικός χώρος Ω Ξ {ωιώο....ιὠπ} µε |Ώ] Ξ πι αποτελέσματα. Έστω 
οποιοδήποτε σύνολο αριθμών Ῥι, Ἱ-- 1,..., τι, όπου 
Ίν 
Ῥι ο. 0, κε 9) Τη Ῥι ος 
στη 


Αν Ὀέσουμε 
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και συνεπώς 
ο σον νο 
ο Εὸ κ. / δὁ /. ο, εν ωὴ ο ον 
τότε η συνάρτηση Ὦ όπως έχει οριστεί είναι µέτρο πιθανότητας, δηλαδή ικανοποιεί τα 


Ζ σα 
αξιώματα των πιθανοτήτων. 


Απόδειξη. Ἱαταρχήν, είναι προφανές ότι όλες οι πιθανότητες είναι µη αρνητικές. Ἆρα 
ικανοποιείται το πρώτο αξίωμα. Ἠπιπλέον, ειδικά για το {ὸ, έχουµε 


ἡ ωιΕΩ 
Άρα ικανοποιείται και το δεύτερο αξίωμα. Ὥστω τώρα δύο ξένα ενδεχόμενα Αι, Α.2. Θα 
έχουμε: 
Ρ(Αι) 40) -- » ΡΙΞ »᾽ Ρι »᾽ ΡιΞ Ε(41) -ε Ρ(Α2). 
{ ωιΕ ΑΙ )Α. { ωιΕΑι { ωιΕβὸ 


χαι επαληὐεύσαμε χαι το τρίτο αξίωμα για την περίπτωση δύο ενδεχόμενων. (Παρατηρή- 
στε ότι στη δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαμε το ότι τα ΑΙ. Α» είναι ξένα.) Η γενίκευση 


στην περίπτωση περισσότερων ενδεχόμενων είναι απλή. 


Παράδειγμοι 1.17. (Περίεργα ζάρια) Έστω ένα {όχι απαραίτητα δίκαιο) ζάρι για το 
οποίο γνωρίζουμε ότι η πιθανότητα να έρθει 1 ή 2 είναι 1/3. ενώ η πιθανότητα να έρθει 
2 ή 3 είναι επίσης 1/3. Ποια είναι η µέγιστη δυνατή χαι η ελάχιστη δυνατή τιµή για 
την πιθανότητα να έρθει 2, λαμβάνοντας υπόψιν όλα τα δυνατά µέτρα πιδανότητας που 
υπάρχουν; 

Για να απαντήσουμε το ερώτημα, έστω ο δειγµατικός χώρος Ω Ξ 4{1,2.5,4. 5,6}, 
χαι έστω Ρ το μέτρο πιθανότητας που περιγράφει τις πιδανότητες αυτού του ζαριού. 
Μας έχει δοὺεί ότι: 


Ρ({1.9}) -- Ρ(4) « Ρ(9) --1/8. Ρ(2.3}) -- Ρ(9) « Ρ(2) --1/Α. 


Για το χάτω φράγμα, προφανώς έχουµε Ρ(2) 3 0, και η τιµή Ρ(2) Ξ- 0 είναι εφικτή 
αν επιλέξουμε, για παράδειγµα, ὡς μέτρο πιδανότητας το 


Ρ(1) -- Ρ(3) -- Ρ(5) --1/3, (9) -- Ρ(4) -- Ρ(6) --θ, 


ὔ. ο 4 / 
που εἶναι συμβατό µε τα δεδοµένα του προβλήματος. 
Για το άνω φράγµα, παρατηρούμε ότι Όα πρέπει η πιθανότητα του 2 εἶναι το πολύ ίση 
µε την πιθανότητα του ενδεχόµενου να έρῦει 1 ή 2, που είναι 1/3. (Από ποια εξίσωση 
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προχύπτει αυτό;) Αυτό το άνω φράγμα είναι εφικτό χαι επιτυγχάνεται, για παράδειγµα, 
για το αχόλουὺο μέτρο πιθανότητας: 


Ρ(1) -- Ρ(8)--0, Ρ(9) -- Ρ(4) --1/3, Ρ(8) -- Ρ(6) -- 1/6. 


Παρατηρήστε ότι τα πιο πάνω µέτρα πιδανότητας ικανοποιούν όλα τα αξιώματα πι- 
Ὀανοτήτων, χαι επομένως είναι «αποδεκτά». Το κατά πόσο ὃα είναι χρήσιμα, εξαρτάται 
από το πόσο ανταποκρίνονται στην πραγματικότητα, Χαι μπορούμε συνεπώς να τα χρη- 
σιµοποιήσουµε ως μοντέλα. (Από αυτή την άποψη, στις περισσότερες περιπτώσεις δεν 

/. δ. / / / /. / ΄ 
είναι αποδεκτά, καθώς τα περισσότερα ζάρια ανταποκρίνονται στις συνθήκες Ρ(1) -- 1/6 
για κάθε 1 «ἰς ο.) 


Παρατήρηση: Το επόμενο παράδειγµα δείχνει πως Όα μπορούσαμε να ορίσουµε ένα 
µέτρο πιθανότητας σε ένα µη πεπερασμένο δειγµατικό χώρο. 


Παράδειγμα 1.15. (Τυχαία συνάντηση) Ο Σταύρος χαι ο Γιάννης έχουν ορίσει 
να συναντηθούν σε ένα µπαρ. Ό) Σταύρος έχει έρῦει στην ώρα του, αλλά για τον 
Γιάννη γνωρίζουμε ότι µπορεί να εμφανιστεί οποιαδήποτε στιγµή µέσα στις επόμενες 
δύο ώρες, χωρίς προτίµηση σε χάποια στιγµή ή διάστηµα. Θεωρούμε τυχαίο πείραµα την 
άφιξη του Γιάννη, χαι ορίζουµε ως δειγµατικό χώρο το διάστηµα { -- 10,2]. Ορίζουµε 
τα ενδεχόμενα Α -- 10,1] ο Γιάννης να έρθει εντός της πρώτης ώρας, 8 - 18/2,2] 
ο Γιάννης να έρῦει εντός του τελευταίου µισάωρου, και  Ξ- 11/2,2] ο Γιάννης να 
έρῦὃει µε τουλάχιστον µισή ώρα καθυστέρηση. Θα υπολογίσουμε τις πιδανότητες των 
ενδεχόµενων Α, Β, 6, ΑΩΡΒ, ΑΠΟ, ΡΠόΟ,ΑΩώΒΘ,Αυσ,Ρβυς. 

Επειδή ο Γιάννης δεν έχει προτίµηση σε χάποιο διάστηµα, είναι λογικό να υποδέσουμε 
ότι η πιδανότητα ενός οποιουδήποτε διαστήματος Ε; εἶναι ανάλογη του µήχους του, 
(19). Ἡροκειμένου να είναι η πιθανότητα όλου του δειγματικού χώρου Ὦ ίση µε τη 
µονάδα, προχύπτει ότι πρέπει Ρ(Ε) - ἐ{Ε)/2. Αν Ὀέλουμε να υπολογίσουμε την 
πιδανότητα οποιουδήποτε άλλου συνόλου, το γράφουμε ως ένωση ξένων διαστημάτων, 
χαι εφαρμόζουμε το τρίτο αξίωμα. χουμε ότι 


κε] το Ξ5 
ΡΞΙΘΙΣ 5 ρ(ΡΞ υμα 
ο πω. ο ο 
Ηπιπλέον, 
ΕΞ ΕΛΠΕ ΞΤΈΕ 
Ἁπις Εμ ου Ξ1μ. 
πια ες 2 Έξι 
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4 β σ 
ὁ------------------ἶ-ο ο ο ο--------ο 
0 1 2 0 1 2 0 1 2 

4ΩΡ 4Πς ΡΩς 
ο. ο Ὠᾠῄύ--υ-υ ο ῄῤῄῤῄῤῄήἁἃ- 
0 | 2 0 1 2 ϐ ] 2 
48 4ὖς βως 
ο-------------------. «ὁ------- ο--------ᾱ 
0 ] 2 0 1 2 ϐ Ι 2 


Σχήµα 1.6: Παράδειγμα 1.1δ. 


Τέλος, 


Ι 


Ρ(Αυ Β) -- Ρ(0,11υ[8/9.5ἱ) -- Ρ(8,1]) -- Ρ(8/2.91) -- 1/2 1/4 -- 8/4, 
Ρ(ΑυΟ) -- Ρ(8,10ῇ1/2.2]) -- Ρ(19,2]) -- 1. 
Ρ(ΒυΟ) -- Ρ([Β/2.210ῇ1/9.9]) -- Ρ(ίΠ/9.9)) -- 8/4. 


Όλλα τα πιο πάνω ενδεχόμενα εμφανίζονται στο Σχήµα 1.6. 
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1.4 Ιδιότητες Πιδανοτήτων 


Ξεχινώντας απὀ τα τρία αξιώματα των πιθανοτήτων μπορούμε να αποδείξουµε µια σειρά 
από ιδιότητες, όλες διαισθητικά αναμενόμενες. 


Λήμμα 1.4. (Ιδιότητες πιθανοτήτων) Έστω Ω ένας δειμµατικός χώρος και Ὦ ένα µέ- 
τρο πιθανότητας. δ)τα ακόλουδα, Α, Β.(’ είναι ενδεχόμενα του Ώ. Ισχύουν οι ακόλουθες 
Ιδιότητες: 


πι αι. 


ο - Ὁ 

ο σουτ ῃ 

4 Ας Β-» Ρ(Α) « Ρ(Β) 

δ. Ρ(ΑΩ Β] -- Ρ(Α) -- Ρ(ΑΗ Β) 

6 οαυβθ ρα ΓΡ) αι). 

7 Ρ(Α Β) « Ρ(Α) -- Ρ(Β). (Γνωστή ως Φράγμα της Ένωσης) 
8. Ρ(ΑυΒ 00) -- Ρ(Α)-ΕΡ(Α’Ω Β)-Ε Ρ(Α’"ΩΒ'Ω 0). 

9. 


Ρ(ΑὐΒ0Ο)ΞΡ(Α) -- Ρ(5) - Ρ(ό - Ρ(ΑΗΓ Β)-- 
Ρ(ΑΠΟ)- Ρ(ΡΒΩΟ)-ΓΡ(ΑΩωΒΠΟ.. 


.-- Ρ(Ω) -- Ρ(Α0) Α) -- Ρ(Α) «Ες Ρ(Α) -» Ρ(Α --ι -- Ρ(Α). 


Ρ(0) --ι.-- (4) --ι-- Ρ() --0. 


9. Προκύπτει από το πρώτο σχέλος, αφού η Ρ(.Α’) είναι µη αρνητική (λόγω του πρώτου 
αξιώματος). 

4. Παρατηρούμεπως 6-- ΑΙ) (8 Ω Α’). Πράγματι, εύκολα μπορούμε να δείξουµε 
πως το ένα σύνολο είναι υποσύνολο του άλλου χαι αντιστρόφως. Επιπλέον, τα Α, 


Β Π Α’ είναι ξένα μεταξύ τους (εξετάστε την τοµή τους για να βεβαιωθείτε). Άρα: 


Ρ(Β) -- Ρ(Αυ(ΒΩ Α)) -- Ρ(Α) «« Ρ(Βη Α). 
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Ἡ δεύτερη ισότητα προχύπτει απὀ το τρίτο αξίωμα. Επειδή Ρ(8Β Ω Α’) 3 0 {από 
το πρώτο αξίωμα), προχύπτει το ζητούμενο. 


:.Αρχεί να παρατηρήσουµεπως ΑΞ(ΑΩΠΒ)Ω(ΑΠΡΒ᾽),καιπωςτα ΑΒ, ΑΠ Β’ 


ν / 
είναι ξένα. 


. Παρατηρούµεπως ΑΟ Ε- ΑΙ)(Α’΄Ω Β). Βπιπλέον, τα Α., ΑΠ Β είναι ξένα, άρα 


Όα ισχύει 
Ρ(ΑΟΒ)- Ρ(Α (4 8)) - Ρ(Α)-Ε« Ρ(Α΄Ω Β). 
Ἠπιπλέον, από το προηγούμενο σκέλος, 
Ρ(Α’Ω Β) -- Ρ(Β) -- Ρ(Αη Β). 


Συνδυάζοντας τις άνω δύο εξισώσεις προχύπτει το ζητούμενο. 


. Προχύπτει άµεσα από την προηγούµενη. 


: Αρχεί να παρατηρήσουµεπως ΑΙ) Ρως - ΑΩ(Α”ΩΒ)Ω(Α”ΩΒ’Π(), χαιπως 


τα Α, ΑΩΒΡ, ΑΩΡΒΡ’Ω (6 είναι ξένα. 


9. Παρατηρούμε πως: 


Ρ(ΑΩ ΡΟ) Ξ Ρ(ίΑυ(Ρω) 
)ΕΡ(Βω0) - Ρ(ΑΠ(Ρ0)) 
Α) -- Ρ(Β)-Ε Ρ(Ο) - Ρ(ΡΒΩ 0Ο) 
(ΑΓ Β)Ω(ΑΠΟ)) 
- Ρ(Α)-ΕΡ(Β)Ρ(Ο- Ρ(ΒΩΟ) 
“Ρ(ΑΩΒ)- Ρ(ΑΠΟ)-ΓΡ((ΑΠΒ)Ω(ΑΓΟ)) 
- Ρ(Α)-- Ρ(8Β) -- Ρ(6Ο) -- Ρ(ΑΗ Β) 
-Ρ(ΑΩΟ)- Ρ(ΡΩΟ)-Ρ(ΑΠΒΩΟ). 


Παρατηρήσεις 


1. Βεβαιωῦείτε ότι µπορείτε να δικαιολογήσετε όλα τα βήματα των άνω αποδείξεων. 
2. Βεβαιωδείτε ότι µπορείτε να δώσετε µια διαισθητιχή εξήγηση για όλες τις ιδιότητες. 


ὃ. Ορισμένες εχ των άνω γενιχεύονται χαι για την περίπτωση Τι ενδεχόμενων. ἨΝ{πο- 


ρείτε να χάνετε τις γενιχεύσεις; 
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ος 
κ 
ον 


Σχήµα 1.Τ: Μερικά διαγράµµατα Ὑεπη για το Λήμμα 1.4. 


4. Όλλες οι άνω ιδιότητες, μπορούν αν περιγραφούν Χαι µε διαγράµµατα επ, τα οποία 
σε πολλές περιπτώσεις δείχνουν το δρόµο για την αυστηρή απόδειξη. Επίκληση ὁ- 
µως σε διάγραµµα Υ6ΠΏ ΔΗΝ είναι αυστηρή απόδειξη. Ορισμένα διαγράµµατα ΝοΠΠ 
που αντιστοιχούν σε κάποιες απὀ τις άνω ιδιότητες υπάρχουν στο Σχήµα 1.Τ. Μπο- 
ρείτε να βρείτε ποιο διάγραµµα αντιστοιχεί πού; Μπορείτε να φτιάξετε διαγράµµατα 
για τις υπόλοιπες ιδιότητες; 


5. Το σύνολο ΑΠΡ’ περιλαμβάνει όλα τα στοιχεία του Α αν αφαιρέσουμε τα στοιχεία 
του Β, γί αυτό συχνά καλείται η διαφορά του ἢΒ από το Α, και συμβολίζεται Α-- Β. 


6. Στα αχόλουδα, προκειµένου να έχουµε πιο συνοπτικούς τύπους, μερικές φορές ὃα 
παραλείπουµε να γράφουμε το σύμβολο της τοµής, Χαι ὣα το υπονοούµε. Δηλαδή: 
ΑΏΠ Β - ΑΒ. Παρατηρήστε ότι χάτι ανάλογο γίνεται χαι µε την πράξη του 
πολλαπλασιασμού. Για παράδειγµα, έχουµε την αχόλουδη ιδιότητα: 


Ρ(ΑυΒυςΟ) -- Ρ(Α):«Ρ(Β)Ρ(Ο)- Ρ(ΑΒ)-- Ρ(ΑΟ) -- Ρ(ΒΟ)Ρ(ΑΒΟ). 


Παράδειγµοι 1.19. (Ένας δεηυµατικός χώρος µε ὃ στοιχεία) Έννα τυχαίο πείραμα 
έχει δειγµατιχό χώρο Ώξξ {α,ὀ, ε}. Έστω πως κάποιο µέτρο πιθανότητας Β ικανοποιεί 
τις σχέσεις, Ρ(4α,ο)) Ξ 9/16, Ρ({α, 0}) -- 3/4. Θα υπολογίσουμε τις πιθανότητες 
όλων των στοιχειωδών ενδεχοµένων. Τα αποτελέσµατα είναι ξένα µεταξύ τους, συνεπώς 
η πιθανότητα της ένωσής τους ισούται µε το άδροισµα των πιθανοτήτων τους: 


Ρίζα ο) -- Ρ({α) υ (ο) Ξ- τε -» Ρί(9 4 Ρ(9 Ξ ας. 
Ομοίως προχύπτει ότι: 


Ρ(α « Ρ(ὐ) -- ι 
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Τέλος, ο δειγµατικός χώρος Ω έχει Ρ(Ώ) Ξ- 1. συνεπώς έχουµε: 
Ρ(α) -- Ρ{0) -- Ρ(ο.Ξ Ρ4αν 40) {ο1) Ξ- Ρ(Ω) Ξ]. 
Οι τρεις άνω εξισώσεις σχηματίζουν ένα γραμμιχό σύστηµα εξισώσεων ὃ Χ ὁ ὡς προς 
Ρα), Ρ({0), Ρ{6). µε μοναδική λύση: 
5 ᾖ Ἱ 


Παράδειγμα 1.20. (Τι λένε οι πιδανοθεωρίστες στα παιδιά τους) Στην Αττική, το 
0570 των εγκλημάτων συμβαίνει τη νύχτα, χαι το 5470 συμβαίνει µέσα στην Αὐήνα. Αν 
µόνο 270 των εγκλημάτων συμβαίνουν µέρα στην Αθήνα, τι ποσοστό συμβαίνει νύχτα 
στην Αθήνα; Τι ποσοστό συμβαίνει νύχτα έξω από την Αὐήνα; 

Για να απαντήσουμε τα ερωτήματα, ορίζουμε ως δειγµατικό χώρο ϱ) το σύνολο όλων 
των εγκλημάτων που μπορούν να συμβούν στην Αττική, ὡς Α το ενδεχόμενο ένα έγ- 
χληµα να έγινε στην Αθήνα, χαι ως Ν το ενδεχόμενο το έγχληµα να έγινε νύχτα. Μας 
δίνεται ότι 

Ρ(ΝΥΞ09. Ῥλ θα ΕΝΑ ΞΤΟΣ 
χαι ζητούνται οι πιθανότητες ΡίΝ Ω Α) και Ρ(Ν Ω Α). 
Παρατηρούμε ότι 


Ρ(ΝΩ Α) -- Ρ(Α) -- Ρ(Ν’Ω Α) -- 0.59. 


Ομοίως, 
Ρ(ίΝΩ Α’) -- Ρ(Ν) -- Ρ(ΝΩ Α) -- 0.95 -- 0.52 -- 0.49. 
Μπορείτε να βρείτε ποια (ή ποιες) από τις ιδιότητες του Λήμματος 1.4 χρησιµοποιήσαµε; 


Παράδειγµοι 1.21. (Πιθανότητα για ακριβώς ένα ενδεχόμενο) Έστω Α και Β δύο 
ενδεχόμενα. Έστω το ενδεχόμενο « να πραγματοποιείται µόνο ένα εχ των Α. Β. Θα 
υπολογίσουμε την πιθανότητά του. Παρατηρούμε χαταρχήνπως « Ξ (ΑΩΒ’)Ω(Α’ΩΡΒ). 
Όμως  Οω(ΑΩΡΒ)ΞΑΙ)Β,πασΩ(ΑηΠ Β) Ξ 0. Συνεπώς, 


Ρ(ΑὐβΒ)ΞΡ(6ω(ΑΠΒΡ))Ξ Ρ(6Ο)-ΕΡ(Α4Π ΑΒ). 
Ἠπιπλέον, έχουµε τη γνωστή ισότητα 
Ρ(Α4 0 Β)Ξ Ρ(Α) -- Ρ(Β) - Ρ(ΑΠ ΑΒ). 
Συνδυάζοντας τις δύο άνω εξισώσεις, προκύπτει τελικά πως 
Ρ(0Ο) Ξ Ρ(Α) -- Ρ(Β) -2Ρ(ΑΗΠ Β). 


Το αποτέλεσµα εύχολα µπορεί να αιτιολογηδεί χαι διαισὺητικά, µε χρήση διαγράµµατος 
Ἠεπη. Δείτε το Σχήµα 1.6. 
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Σχήµα 1.8: Παράδειγμα 1.21. 


Ποράδειγµοι 1.22. (Φράγμα της Ένωσης) Θα δείξουµε το φράγµα της ένωσης (ι- 
πίοτι θοµτιά) για την περίπτωση Τι συνόλων Αι. Αο....., Απ: 


ρ (0ος) «Σλο) 
-] ἐ--Ι 
Ἠιστω τα ενδεχόμενα 


τ--] 
ας] 
κι 


Παρατηρούμε ότι το ενδεχόμενο Β, περιλαμβάνει όλα τα αποτελέσµατα που περιέχει το 
Αι αλλά χανένα Αι µε ἔ «ἶ. Επιπλέον, παρατηρούμε ότι τα Βι είναι ξένα μεταξύ τους. 
Πράγματι, αν { ««Ἰ, απὀ τον τρόπο που ορίστηχαν προχύπτει ότι το ΑΒ! είναι υποσύνολο 
του Αῃ, ενώ το Β] είναι υποσύνολο του ΑΙ. Από την άλλη, 


υ- 
1ΞΞ1 τΞΞ1 


Πράγματι, έστω π Ε ΟΡ 1Η. Τότε απ Ε Βι για κάποιο {, άρα απὀ τον ορισμό του 8; ὃα 
έχουµε α Ε Αι, άρα αᾳ ΕΙ) Αι. Έστω από την άλληπως αεί} ιΑι. Τόεασε Αι 
για ορισμένα {. Ας πάρουμε το μικρότερο από αυτά. Τότε, από την κατασκευή του Β:, 
/ / ιω 
Όα έχουµεσεβι άρακαισει|[}ιΒι. 
Τελικά προχύπτει: 


Ρ (9) ο (ὔρ] ασ Ρ(Β) «ΣΡ(Α). 


χαι αποδείχτηχε το ζητούμενο. Ἡ δεύτερη ισότητα προχώπτει από το γεγονός ότι τα Β: 
είναι ξένα, και η ανισότητα από το ότι Βις ΑΙ» Ρ(8!) « Ρ(Α). 

Μπορείτε να αποδείξετε το φράγµα τῆς ένωσης χρησιμοποιώντας, αντί για την άνω 
µέῦοδο, επαγωγή: 


Κεφάλαιο 2 


Σιωνδυαστιχκή 


Όπως είδαµε σε χάποια παραδείγµατα του προηγούμενου κεφαλαίου, συχνά συναντάμε 
περιπτώσεις όπου τα αποτελέσµατα ενός τυχαίου πειράµατος µε δειγµατικό χώρο {) έχουν 
/ / ὔ. / τν / 
πεπερασμένο πλήδος |] και Ῥέλουμε να τα µοντελοποιήσουμε ως ισοπίθανα. Σε αυτές 
τις περιπτώσεις µπορεί να εφαρμοστεί το Λήμμα 1.2, σύµφωνα µε το οποίο, σε ένα τέτοιο 
τυχαίο πείραμα, η πιθανότητα ενός ενδεχόµενου Α που περιλαμβάνει |.Α| αποτελέσµατα 
/. 
είναι 


.. 
Κο] 

Παράδειγμα 2.1. Ρίχνουμε διαδοχικά δύο ζάρια. Ο) δειγµατικός χώρος περιλαμβάνει 

τα αχόλουῦα 36 αποτελέσµατα, που ὑεωρούμε ισοπίθανα: 


Ρ(4) 


Ω - {11.19.18,14, 15. 16, 
ο ο ορωος 96. 


Ποια είναι η πιθανότητα του ενδεχόµενου Α να φέρουμε τουλάχιστον ένα ὅ; Παρα- 

τηρούµε πως 
Αι. 1 

Απο 20 ος ο ο θ δι οδοα ος ρολ Ξ 1 Εξ Π ας; 

Στο άνω παράδειγµα, ήταν απλό να υπολογίσουμε το µέγεὺος των εμπλεχόμενων 
συνόλων. Γενικά όµως, η απαρίθμηση των στοιχείων ενός συνόλου δεν είναι προφανής. 
ΗΠ Συνδυαστική εἶναι ο μαθηματικός τοµέας που µας προσφέρει αχριθώς τα εργαλεία που 
χρειαζόμαστε για αυτούς τους υπολογισμούς. Πιο κάτω ὃα δούµε µια σειρά από σχετικά 
απλά αποτελέσµατα της Συνδυαστικής, χαι μέσα από παραδείγµατα ὃα δείξουμε µε ποιους 
τρόπους αυτά τα αποτελέσµατα χρησιμοποιούνται για την απάντηση ερωτημάτων σε 
προβλήματα πιθανοτήτων. Σημείο εχχίνησης είναι η αχόλουῦη απλή παρατήρηση: 


2Υ 
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Λήμμα 2.1. (Πολλαπλασιαστική Αρχή) Όταν εκτελούνται διαδοχικά δύο πειράµατα, 
εκ των οποίον το πρώτο έχει Ν δυνατά αποτελέσµατα Και το δεύτερο έχει Μ δυνατά 
αποτελέσματα, τότε το νέο, σύνθετο πείραµα έχει ΝΙ χΧ Ν δυνατά αποτελέσµατα. αι 
πιο γενικά, αν εκτελεστούν διαδοχικά ἆ πειράµατα, καθένα µε Νι, Νο...., ΝΙΚ δυνατά 
αποτελέσματα, τότε το νέο, σύνῦετο πείραμα έχει ΝιΧ ΝΟΧ...Χ.ΝΙι δυνατά αποτελέσματα. 


Παράδειγμα 2.2. 1. Εφόσον η ρίψη ενός ζαριού έχει 6 δυνατά αποτελέσµατα, οι 
δύο διαδοχιχές ρίψεις έχουν ϐ Χ ϐ -- 96 δυνατά αποτελέσµατα, οἱ τρεις διαδοχικές 
ρίψεις έχουν θΧχ6Χ 6 -- 216 δυνατά αποτελέσµατα, χαι γενικά οι ᾗ διαδοχικές 
ρίψεις έχουν 64 δυνατά αποτελέσµατα. 


2. Επιλέγουμε έναν από τους ὃ υπολογιστές ενός εργαστηρίου (5 δυνατά αποτελέ- 
σµατα) χαι αποφασίζουμε να του εγχαταστήσουµε λειτουργικό σύστηµα πάονυς 
 Πάπικ (2 δυνατά αποτελέσµατα). Συνολικά υπάρχουν ὃ Χ 2 -- 10 δυνατά αποτε- 
λέσματα. 


ὃ. Ῥάζουμε σε σειρά 4 βιβλία. Έχουμε 4 επιλογές για το πρώτο βιβλίο, ὃ επιλογές 
για το δεύτερο, 2 για το τρίτο, χαι 1 µόνο για το τελευταίο. Ἆρα συνολικά έχουµε 
4χΧοΧχ 2-- 24 τρόπους για να βάλουμε 4 βιβλία στη σειρά. Παρατηρήστε ότι σε 
αυτή την περίπτωση, χάὺε πείραµα που διεξάγεται επηρεάζει τα πειράµατα που Όα 
ακολουθήσουν (και για την αχρίβεια, ποια είναι τα δυνατά τους αποτελέσµατα). 
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2.ἱ Διατάξεις 


Ορισµός 2.1. (Διατάξεις χαι μεταθέσεις) Έστω ένα σύνολο Χ΄ που αποτελείται από 


πεπερασμένο πλήθος στοιχείων |Χ] Ξ- Ν. Καλούμε διάταξη κάθε διατεταγμένη Κ-άδα 


στοιχείων του Χ, διακριτών µεταξύ τους. Πρέπει κ « Ν. Καλούμε μετάθεση κάθε 
διατεταγμένη Ν-άδα στοιχείων. 


Παράδειγμα 2.3. Σε ένα αγώνα που συμμετέχουν 100 αὐλητές, πόσες δυνατές δια- 
τάξεις υπάρχουν για τις πρώτες τρεις Ῥέσεις; Μπορούμε να φανταστούμε ότι εχτελούµε 
τρία διαδοχικά πειράµατα. Το πρώτο πείραμα, που είναι ο καθορισμός της πρώτης δέ- 
σης, έχει 100 αποτελέσµατα. Το δεύτερο πείραµα έχει 99 αποτελέσµατα (αφού έχουν 
μείνει πλέον 99 αθλητές να διαγωνίζονται για την δεύτερη Ὀέση). Το τρίτο έχει 98 
αποτελέσµατα. Άρα έχουµε 100 χ 99 χ 9δ -- 910200 διατάξεις. 

Ηπίσης, πόσες δυνατές χατατάξεις χαι για τους 100 αὐλητές, δηλαδή μεταθέσεις, 
υπάρχουν; Θα εχτελέσουμε τώρα 100 διαδοχικά πειράµατα. Για την πρώτη Ὀέση έχουµε 
100 επιλογές. Για την δεύτερη Ὀέση έχουµε 99 επιλογές, χ.ο.κ. Έτσι, εφαρμόζοντας 
την πολλαπλασιαστική αρχή, έχουµε 


100κ0θχθῦδΧχ...Χχοχ2Χ1-- 100! 


δυνατές μεταθέσεις, δηλαδή 100! δυνατούς τρόπους που μπορούν να διαταχθούν 100 
άτοµα. 


Παρατήρηση: Θυωμίζουµε πως για χάῦε ακέραιο αριὺµό Ν 3 1 το «Ν παραγοντικό» 
συμβολίζεται ως ΝΙ και ορίζεται ως το γινόμενο ΝΙΞ Ν(Ν--1)...2Χ 1. Ηπίσης, για 
λόγους ευχολίας ορίζουµε συμβατικά το 0! -- Ι. 


Λήμμα 2.2. (Πλήθος διατάξεων/µεταθέσεων) Το πλήθος όλων των δυνατών διατά- 
ζεων κ - Ν αντικειμένων που επιλέγονται από Ν αντικείµενα ισούται µε: 
ΝΙ 


ΛκΑ ΝΝ - 1). επι 


Συνεπώς, υπάρχουν ΝΙ δυνατές μεταθέσεις Ν αντικειμένων. 


Απόδειξη. Ν[πορούµμε να φανταστούμε την επιλογή της διάταξης ως την εχτέλεση διαδο- 
χυχών πειραµάτων. Έχουμε Ν επιλογές για το πρώτο πείραµα που είναι η επιλογή του 
πρώτου αντικειμένου, (Ν -- 1) για το δεύτερο πείραμα, χ.ο.κ., µέχρι το πείραµα Κ;, για το 
οποίο έχουµε (Ν -- ἆ -Ε 1) επιλογές. Άρα από την πολλαπλασιαστική αρχή, βρίσχουµε 
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πως το πλήθος των διατάξεων είναι 


Ν(Ν --1)...(Ν -- κ Ο(Ν -- )Ι 


Ν(Ν --1)...(Ν- ΚΕΝΤ. 1-1) - ΑΝ 


ΝΙ 


(ΝΑΙ 


Όταν ἆ - Ν, ο άνω τύπος δίνει ΝΙ μεταθέσεις. 


Παράδειγμα 2.4. Ἐϊστω ότι έχουµε µια συνηδισµένη τράπουλα 52 φύλλων. Από το 
Λήμμα 2.2 υπάρχουν 62] -δ Χχ 1067 δυνατές μεταθέσεις για τα φύλλα της τράπουλας] 

Αν επιλέξουμε ὃ φύλλα στην τύχη, πόσες δυνατές (διατεταγµένες) τριάδες υπάρχουν; 
Από το ίδιο λήμμα, το πλήθος τους εἶναι 


62 δὄοχσδιχσδθχ 49! 
(60 -- δ)Ι 491 


μοι - --οϱ2Χχοί χ50-- 1952600. 

Αν υποδέσουμε τώρα ότι η επιλογή των τριών φύλλων είναι εντελώς τυχαία, ή, 
πιο αυστηρά, ότι όλα τα αποτελέσµατα του πειράματος της διαδοχικής επιλογής τριών 
φύλλων είναι ισοπίθανα, ποια είναι η πιθανότητα του ενδεχοµένου Α να επιλέξουμε τρεις 
άσσους; Εφαρμόζοντας το Λήμμα 1.2, η πιθανότητα είναι 


.- 


ΡΦ 51 


Πρέπει λοιπόν να υπολογίσουμε το πλήδος |Α|, αφού το 1] µας είναι γνωστό. Φαν- 
ταστείτε ότι εχτελείται ένα νέο πείραμα, στο οποίο επιλέγονται διαδοχικά 3 άσσοι α- 
γάµεσα σε 4. Τα αποτελέσµατα αυτού του πειράµατος, µε χρήση του Λήμματος 2.2, 
έχουν πλήθος ασσι- Παρατηρήστε όµως πως τα αποτελέσµατα του νέου πειράµατος 
ταυτίζονται µε τα αποτελέσµατα του αρχικού πειράµατος που ανήκουν στο Α. Ἆρα, 


μΑ| -- τη] Ξ- 41/1! -- 24, χαι τελικά 


Α 24 1 
Ρ(«επιλέξαµε ὁ άσσους») Ξ Ρ(Α)Ξ - πια ον 0.021. 
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2.2 Σαονδυασμοί 


Ορισµός 2.2. (Συνδυασμοί) Έστω ένα σύνολο Χ΄ που αποτελείπαι από πεπερασμένο 


πλήθος στοιχείων ΙΧ] -- Ν. Καλούμε συνδυασμό (ή µη-διατεταγμένη επιλογή) κάδε 


µη διατετα)]ιένη Κ-άδα στοιχείων του Χ, διακριτών µεταξύ τους. Πρέτειε -« Ν. 
Παράδειγμα 2.6. 1. Ἠπιλέγουμε 2 απὀ 4 βιβλία για να πάρουµε µαζί µας στις 
διαχοπές. Αν τα βιβλία είναι τα Α, Β, 6, Β, τότε οι δυνατοί συνδυασμοί είναι οι 
ΑΒ, ΑΟ. ΑΡ, 6, Β0,. 6. 
2. Ένας λοχίας επιλέγει 4 άτοµα από ένα λόχο Τ0 ατόμων για να χάνουν µια εργασία 
από κοινού. 
9. Ἠπιλέγουμε ὃ χαρτιά από µια τράπουλα 52 χαρτιών. 
Στις άνω περιπτώσεις, δεν έχει σηµασία η σειρά της επιλογής των στοιχείων. Στις 


/ / / / / / / /, / 
τελευταίες δύο περιπτώσεις, το πλήθος των συνδυασμών είναι πολύ µεγάλο, για αυτό 
χαι δεν τους απαριὺμούμε. Θα ήταν όµως πολύ χρήσιμο να ξέρουμε πόσοι εἶναι] 


Λήμμα 2.9. Το πλήδος όλων των συνδυασμών Κ αντικειμένων που επιλέγονται από 
Ν αντικείµενα ισούται µε: 


Το ος καλείται διωνυµικός συντελεστής. 


Απόδειξη. Ἐϊστω ότι το πλήθος των συνδυασμών εἶναι Φ. Από το Λήμμα 2.2, κάθε 
οµάδα επιλεγμένων στοιχείων µπορεί να µετατεθεί µε ΚΙ τρόπους. Άρα, το συνολικό 
πλήθος των διατεταγµένων οµάδων είναι / Χ ΚΙ Αλλά από το Λήμμα 2.2, αυτό ισούται 
µε ΝΙ/(Ν -- Κ)Ι. Άρα έχουµε 

ΝΙ ΝΙ 


[στις ος ονς ται αν αμα πι 
πο ο πο 


Παράδειγμα 2.6. Ἠπιλέγουμε τυχαία ὁ βιῤλία από 10, που αποτελούνται από ὃ συγ- 
γράμματα μαδημµάτων χαι ὃ πιαπιια] υπολογιστών. Ί]οια η πιδανότητα να είναι όλα 
ΠΙαΗΙα]; Ία είναι αχριβώς δύο πιαπιια] χι ένα σύγγραμμα; 

Εφόσον δεν µας ενδιαφέρει η σειρά µε την οποία επιλέγονται τα βιβλία, ορίζουµε 


 - {όλες οι μη-διατεταγµένες δάδες βιθλίων}, 
Α Ξ {οι μη-διατεταγµένες δάδες από πιαΠΙα]}. 
Β Ξ- {οι μη-διατεταγµένες δάδες µε 2 ΠΙαΠΙα και ένα σύγγραμμα}. 
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Θα υπολογίσουμε τα µεγέδη αυτών των συνόλων. 
Καταρχήν παρατηρούμε πως το πλήθος των µη διατεταγµένων ὁάδων βιβλίων είναι 


10 
Ω| -- Ξ- 120. 
ο] (0) 


Για να προσδιορίσουμε το μέγεθος του Α, φανταζόµαστε πως χάνουμε ένα καινούργιο 
πείραμα, στο οποίο επιλέγουμε ὃ από τα ὃ ΙΠΔΠΙΕ] χωρίς διάταξη. Αυτό το πείραμα έχει 
πλήθος αποτελεσμάτων ο. χαι παρατηρήστε πως αυτά τα αποτελέσµατα είναι ακριβώς 
τα αποτελέσµατα του αρχικού πειράµατος που ανήκουν στο Α., άρα 


1 θτν 


Για να προσδιορίσουµε το µέγεῦδος του {, φανταζόµαστε πως χάνουμε ένα καινούρ- 
γιο, σύνῦετο πείραµα, που αποτελείται απὀ δύο υποπειράµατα. Σ;το πρώτο, επιλέγουμε 2 
ΠΙΒΠΙΙ] ανάµεσα σε ὅ, ενώ στο δεύτερο επιλέγουμε 1 σύγγραμμα ανάµεσα σε 5. Τα δύο 
πειράµατα έχουν ο χαι ο δυνατά αποτελέσµατα αντιστοίχως, ενώ το σύνθετο πεί- 
ραµα, σύμφωνα µε την πολλαπλασιαστιχή αρχή, έχει πλήθος αποτελεσμάτων ίσο µε το 
γινόμενό τους. Παρατηρήστε πως το σύνθετο αυτό πείραμα έχει αποτελέσµατα αχριῤώς 
τα αποτελέσµατα του αρχιχού πειράµατος που ανήχουν στο {. Άρα τελιχά 


. 0 ρα 


Άρα τελικά, χρησιμοποιώντας το Λήμμα 1.2, έχουµε τις πιδανότητες 


Α 10 1 
Ρ(«επιλέξαμε ὁ τπαΠΙα)») 5 Ρ(Α)Ξ « Ὕπ.υο 
18 50 8 


Ρ(«επιλέξαµε 2 παπα] χαι ένα σύγγραμμα») δολ... ἴω[ το το 


Παράδειγμα 2.Τ. Επιλέγοντας ὃ άτοµα από 100 για να συγχροτήσουµε µια επιτροπή, 
αν δεν µας ενδιαφέρει η σειρά επιλογής, υπάρχουν 


Ξ- το2δτςο20 


1001. 1001 ο 100χ99Χχ9δχ9θηκ9θκχ 95ἱ 
ο. ΙΓ Ισ Ν δΙ95! 


δυνατές Όάδες που μπορούμε να επιλέξουμε. 
Ῥιστω τώρα ότι τα 100 άτοµα αποτελούνται από 46 άνδρες χαι 60 γυναίκες, χαι ότι η 
επιλογή µας είναι εντελώς τυχαία. Θα εξετάσουμε τα εξής ερωτήματα: 


1. Ποια η πιθανότητα να επιλέξουμε 2 άνδρες χαι ὁ γυναίκες; 
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2. Ποια η πιθανότητα να επιλέξουμε 4 άνδρες και 1 γυναίκα; 
ὃ. Ποια η πιθανότητα να επιλέξουμε µόνο άνδρες; 


Ορίζουµε τον Δ.Χ. Ω ως το σύνολο όλων των δυνατών (µη-διατεταγµένων) επιλογών 
ὅ ατόμων από 100 (εφόσον σ’ αυτό το πρόβλημα δεν µας απασχολεί η σειρά µε την οποία 
επιλέγονται). Όπως είδαµε, | - ο.) Ξ- το»δτς20. 

Ορίζουµε επίσης χαι τα τρία ενδεχόμενα 


Α Ξ {όλες οι Ράδες που αποτελούνται από 2 άνδρες και ὃ γυναίκες}, 
Ρ 


6. Ξ {όλες οι δάδες που αποτελούνται από µόνο άνδρες}. 


{όλες οι δάδες που αποτελούνται από 4 άνδρες χαι 1 γυναίκα}, 


Θα υπολογίσουμε το πλήθος των στοιχείων τους. 
Για το «Α, παρατηρούμε ότι το πείραµα µπορεί να χωριστεί σε δύο µέρη. Από το 


Λήμμα 2.5 μπορούμε να επιλέξουμε 2 άνδρες απ΄ τους 468 µε κ τρόπους, χαι ὁ γυναίκες 
απ΄ τις 660 µε ς) τρόπους. Ἆρα, ο συνδυασμός αυτών των δύο επιλογών, βάσει της 


πολλαπλασιαστικής αρχής, έχει 


-- 26691600 


μ- 401 {60}. «40160! 4χ5δθχ60Χχ5θ9Χχ ὅδ 
υπ ο 3) 9188/83! ΡΤΙ 2χΧΑΧ2 


δυνατά αποτελέσµατα. Με την ἴδια συλλογιστική έχουµε, από το Λήμμα 2.2 χαι την 
πολλαπλασιαστική αρχή, ότι 


40} {60 40 
- 1) --..«Ξ5498400,. | - () --ττεςς 058008. 


(Παρατηρήστε πως στον υπολογισμό του |Ο] δεν πολλαπλασιάσαμε µε τους τρόπους που 


μπορούμε να πάρουµε 0 γυναίκες από τις 60, αλλά αυτό δεν επηρεάζει το αποτέλεσµα 
60) «ο 

ο) 3. σσ -- 19) 

Αφού η επιλογή δεωρούμε ότι γίνεται «εντελώς τυχαία», μπορούμε να εφαρμόσουμε 


/ / / ἃ /. 
διότι το πλήθος των τρόπων αυτών είναι ( 


το Λήμμα 1.2 έτσι ὥστε 


ΙΑ! 26691600 
Ρ(Α) - Ὁ - -” 0.354 
4) Ιω Τ62βτβ20 
ΙΙ 5453400 
Ρ(Β) - - -” 0.0128 
6) [ω[  τ6ρβτβ20 | 
σΙ 65008 
Ρ(Ο - -- -- 0.0087. 


Ιῶι τ8ρδτροθ 
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Παράδειγμα 2.8. Σε κάποιες εχλογές είναι υποψήφιοι ὃ φοιτητές και καθηγητές. 
Βκλέγονται τυχαία ὁ άτοµα χαι ζητάμε την πιθανότητα να εχλεγούν τουλάχιστον ένας 
φοιτητής χαι τουλάχιστον ένας καθηγητής. Ἠστω Χ το πλήδος των φοιτητών που 
επιλέχθηκαν, χαι Υ το πλήθος των καθηγητών. Πάλι µε την ίδια συλλογιστική όπως 
στα δύο πιο πάνω παραδείγματα, εφόσον δεν µας ενδιαφέρει Ἡ διάταξη των τριών ατόμων, 
υπολογίζουμε την ζητούµενη πιθανότητα ως εξής: 


να 
ο ο κ ο ος ον 

Ξ- Ρ(χ-ιΥ-ο}) «ΡΙΧ-ο Υ- 1} 
9 ΘΟω σι τι 


40 


--- 


Στην δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το ότι τα ενδεχόμενα είναι ξένα μεταξύ τους. 

Ας υποδέσουμε τώρα πως, ανάλογα µε τη σειρά εχλογής, αυτοί που εχλέγονται παίρ- 
νουν διαφορετικούς ρόλους σε µια επιτροπή -' ο πρώτος γίνεται πρόεδρος, ο δεύτερος 
γραμματέας χαι ο τρίτος ταμίας. []οια είναι η πιθανότητα του ενδεχόµενου Α να εχλεγεί 
φοιτητής πρόεδρος, χαι καθηγητές γραμματέας και ταμίας; Πφόσον εδώ µας απασχολεί 
χαι η σειρά µε την οποία επιλέγονται τα «αντικείμενα» (δηλαδή τα µέλη της επιτρο- 
πής), υπολογίζουμε αυτή την πιθανότητα βάσει του νέου δειγματικού χώρου Ώ ο οποίος 
περιέχει όλες τις διατεταγµένες 9άδες, δηλαδή περιέχει 


Ω| -- 101/(10 -- 8)! -- του 


στοιχεία. Το πλήθος των τριάδων που ανήκουν στο Α είναι ὃ Χ Τ Χ 6, αφού έχουµε ὃ 
επιλογές για τον φοιτητή που ὃα γίνει πρόεδρος, { επιλογές για τον καθηγητή που Όα 
γίνει γραμματέας, χαι ϐ επιλογές για τον καθηγητή που Όα γίνει ταµίας (ανάµεσα στους 
ϐ που μένουν). 

Άρα, η πιθανότητα του ενδεχοµένου που µας ενδιαφέρει ισούται µε 
ο ὀχτχό τ 


-- ο» 0.115. 


Ρ(Α . 
4) του 40 
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2.5. Πολυωνυμιχκός Συντελεστής 


Παράδειγμα 2.9. Πρέπει 12 διεργασίες να χατανεμηὺούν σε ὁ επεξεργαστές, δίνον- 
τας τέσσερις διεργασίες στον χάδε επεξεργαστή. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει 
αυτός ο χαταμερισµός; 

Για να απαντήσουµε, χωρίζουµε το πρόβλημα σε τρία µέρη. Αρχικά επιλέγουμε 4 
διεργασίες απ΄ τις 12 για τον πρώτο επεξεργαστή, πράγµα που (βάσει του Λήμματος 2.9) 
µπορεί να γίνει µε κ) τρόπους. κατόπιν, επιλέγουμε 4 διεργασίες απ΄ τις υπόλοιπες 8 
για τον δεύτερο επεξεργαστή, πράγµα που µπορεί να γίνει µε . τρόπους. Ἰαι τέλος οι 
4 διεργασίες που απομένουν πηγαίνουν στον τρίτο επεξεργαστή. Χρησιμοποιώντας την 
πολλαπλασιαστική αρχή, συνολιχά αυτός ο χκαταµερισµός µπορεί να γίνει µε 


121 (8 12! 8 1 
4/4) 4Ι8Ι ΛΙ μιά ο 


Πιο γενικά, έχουµε το αχόλουὺο λήμμα: 


Λήμμα 2.4. (Πολυωνυμικός συντελεστής) [ια να μοιραστούν Ν αντικείµενα σε Μ 
οµάδες, όπου η πρώτη αποτελείται από Κι αντικείµενα, η δεύτερη από Κο αντικείµενα, 
κ.ο.κ., ως την ομάδα 4 η οποία αποτελείται από Κι αντικείµενα, υπάρχουν 


Ν - ΝΙ 
νι Ὁ  μαῦ Ἱαι 


δυνατοί συνδυασµοί. Π άνω ποσότητα καλείται πολυωνυµικός συντελεστής. (Φυσικά 


πρέπει να ισχύει ότι Κι ο.) Εξ Ν). 


Απόδειξη. ἹΚατά την επιλογή της πρώτης ομάδας, έχουµε Ν αντιχείµενα χαι πρέπει να 
ο ο ας τα αν ο. µπορεί να γίνει µε . Ξε (ν) εροπαῦξ, ος την ποσα 
τῆς δεύτερης ομάδας, έχουµε Ν -- Κι αντιχείµενα, από τα οποία πρέπει να επιλεγούν 
Κο. Αυτό µπορεί να γίνει µε ΔΟ -- μπω τρόπους. Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, 
προχύπτει ότι 


Ν Ν -- Ν .- οι 
ΝΙ -- ( ). ΝΟ -- ( δα ΝΜ ι ( δι νρ μ ) 
η ζω λ[--Ι 


/ Φᾷ γ΄ Φ. / 
Συνεπώς, ο πολυωνυμικός συντελεστής δίνεται από: 


Ν Ν-- κ κα τω μοντ -Ὁ 
Νιν.. Δοντ [ᾳ) κ ὃ, }κικ( 1 . µ 


ΝΙ (Ν -- Κι)! (Ν -- δι -- Κο -- ο -- ο 9)ἱ ΝΙ 


ΡΙ(Ν ΕΙ ΚΙΝ δι μοι ον αμ σοι. Εμ 


Στην προτελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε το ότι κι Γρ".  Γκμ-ν. 
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Παρατήρηση: Αν έχουµε µόνο ΛΜ -- 2 οµάδες και ΔΝ αντικείµενα, τότε για ἅι -- ἆ 
αναγκαστικά Όα έχουµε ἆρ -- Ν --Κχαιτο Λήμμα 2.4 λέει πως υπάρχουν πο τη τρόποι 


ΜΠΝ ΩΙ 
να µοιράσουµε Ν αντικείµενα σε δύο οµάδες των Κ και (Ν -- Κ) αντίστοιχα. Αυτό είναι 
ταυτόσηµο µε το περιεχόµενο του Λήμματος 2.0, άρα το Λήμμα 2.4 αποτελεί γενίκευση 


του Λήμματος 2.9. 


Παράδειγμα 2.10. Έχουμε 20 υπολογιστές, που αποτελούνται από 10 ΡΟ και 10 
ΑΡΡΙΕ, χαι τους µοιράζουµε τυχαία σε τρία ο]Ιδί6Ι5, που αποτελούνται από 10, ὅ και ὅ 
υπολογιστές, αντίστοιχα. Θα υπολογίσουμε τις πιδανότητες των ενδεχοµένων 


Α 
1 


«όλα τα ΡΟ στο ίδιο οἰαδίατ», 


Ι 


«4 ΡΟ στο πρώτο εἰαδίετ, ὁ ΡΟ στο δεύτερο χαι 3 Ρ( στο τρίτο». 


Ο) δειγµατικός χώρος «) που περιγράφει αυτό το πείραμα αποτελείται απὀ όλους τους 
δυνατούς τρόπους µε τους οποίους 20 αντικείµενα μπορούν να χωριστούν σε τρεις οµάδες 
των 10, Ὁ χαι ὃ αντικειμένων. Άρα, από το Λήμμα 2.4 έχουµε 


20 20! . 6 
Μο! -- .. τοι 4000δ512”:- 46.5 χ 10”. 
Επιπλέον, οἱ υπολογιστές κατατάσσονται σε «]αδίατ» τυχαία, οπότε υποδέτουμε ότι όλα 
τα αποτελέσµατα είναι ισοπίθανα χαι Όα χρησιμοποιήσουμε χαι πάλι το Λήμμα 1.2 για 
να υπολογίσουμε την πιθανότητα του Α χαι του ΑΒ. 

Για το «Α παρατηρούμε πως «όλα τα Ρ( στο ίδιο εΙΙδίετ» είναι αχριβώς ισοδύναμο µε 
το «όλα τα Ῥ6 στο ΠΡΩΤΟ «Ἰιδίετ». Άρα, το πλήθος των στοιχείων του «Α ισούται 
µε το πλήθος των τρόπων που μπορούν τα 10 ΑΡρίε να μοιραστούν σε δύο οἰαδίετς µε 
ὅ το χαθένα, δηλαδή Συνεπώς, 


Ρ(Α) -- . πα ο ως 
5)/ .10,5,5/ 164756 


Τέλος, για το ΑΒ, έχουµε όλους τους δυνατούς τρόπους µε τους οποίους τα 10 ΡΟ 
μπορούν να μοιραστούν σε ὁ «]Ι5ίοΓ5 µε αναλογία 4-9-2, σε συνδυασμό µε όλους τους 
τρόπους µε τους οποίους τα 10 ΑΡρΙε μπορούν να μοιραστούν σε ὁ «]Η5{6Ι5 µε αναλογία 
0-2-2. Ἆρα, έχουµε: 


ΓΡ). - σ ἃ. . .. . ου 


10/11011015151 25ύ 
τ- πτπττοττστττ Ξ τις - 0.1196. 
20141519161212ἱ 2525 
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2.4 Επαναληπτικές Διατάξεις και Εποναληπτικοί Σ.ων- 
δωασμοί 


Ορισµός 2.9. (Ἠπαναληπτικές διατάξεις) Έστω ένα σύνολο Χ που αποτελείαι από 
πεπερασμένο πλήδος διακρπών στοιχείων |Χ] Ξ- Ν. Καλούμε επαναληπτική διάταξη 
κάθε διατεταγμένη Κ-άδα στοιχείων του Χ, όχι απαραπητα διακρπών μεταξύ τους (και 
συνεπώς έχουµε επανάδεση στοιχείων κατά την δηµιουργία της Κ-άδας). 


Παράδειγμα 2.11. Σ;ε µια τάξη µε 20 µαθητές, ο δάσκαλος, που έχει αµνησία, ρωτά 
χάδε πρωί έναν µαδητή να πει το µάῦημα. Με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούν να 
εξεταστούν οι µαθητές σε ένα διάστηµα τριάντα σχολικών ηµερών; Έχουμε 20 επιλογές 
για την πρώτη µέρα, 20 επιλογές για τη δεύτερη, Χχ.ο.χκ., Χαι τελικά, µε εφαρµογή της 
πολλαπλασιαστικής αρχής, προχύπτει ότι συνολικά υπάρχουν 2050 ενδεχόμενα. 


Για τη γενική περίπτωση, έχουµε το αχόλουθο λήμμα (η απόδειξη είναι προφανής). 


Λήμμα 2.5. (Πλήδος επαναληπτικών διατάξεων) Το πλήθος όλων των δυνατών επα- 
ναληπτικών διατάξεων Κ αντικειµένων που επιλέγονται από Ν αντικείµενα µε επανάὔεση 
ισούται µε ΝΑ. 


Βίδαµε πως, αν επιλέξουμε ἅ αντικείµενα από ΔΝ χωρίς επανάδεση, υπάρχουν η 
οµάδες ἆ αντικειμένων που μπορούμε να επιλέξουμε. ΈΤι ὃα γινόταν αν επιλέγαμε ἅ 
αντικείµενα ανάµεσα σε Ίι, επιτρέποντας την επανάδεση (και χωρίς να έχει σηµασία η 
σειρά επιλογής); 


Ορισµός 2.4. (Επαναληπτικοί συνδυασμοί) Έστω ένα σύνολο Χ που αποτελείαι από 
πεπερασμένο πλήὔδος διακριτών στοιχείων |Χ| Ξ- Ν. Καλούμε επαναληπτικό συνδυασμό 


ὥς / -. / - / ας ορ 
κάθε µη διατεταγμένη Κ-άδα στοιχείων του «Χ, όχι απαραίτητα διακριτών μεταξύ τους. 


Λήμμα 2.6. Ίο πλήδος όλων των επαναληπτικών συνδυασμών Κ αντικειμένων που 
επιλέγονται από Ν αντικείµενα ισούται µε: 


ο κ ολ ο 
κ ο Ν ΝΕΙ 
Απόδειξη. Ικάὓε επιλογή µας µπορεί να περιγραφεί µε µια αχολουδία από ακριβώς Ν -- 
1 καθέτους (/) και ακριβώς Κ αστερίσχκους (ὔ) σε αυθαίρετη σειρά. Ό αριὐµός των 


φορών που επιλέξαμε το {-οστό αντικείµενο ισούται µε τον αριὺμό από αστερίσκους 
ανάµεσα στην χάδετο { -- 1 χαι την κάθετο {. Ἠιδικά για το πρώτο αντικείµενο, µετράµε 
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τους αστερίσχους πριν την πρώτη χάῦετο, χαι για το τελευταίο αντικείµενο µετράµε 
τους αστερίσχους µετά την τελευταία κάθετο. Όμως, ο αριδµός των διαφορετικών 
ακολουθιών αυτού του τύπου είναι ίσος µε τον αριὐμό των τρόπων που μπορούμε να 
τοποδετήσουµε ἕἅ αστερίσκους σε Ν --ᾱ -- 1 Ῥέσεις, ή, ισοδύναμα, Ν -- 1 καδέτους σε 
Ν ΓΚ -- 1 Ῥέσεις. Άρα ο ζητούμενος αριδµός από συνδυασμούς αυτού του τύπου είναι 


ίσος µε 
ο πα ο ο 
κ ΤΝ Νας 


Παράδειγμοι 2.12. (ΠΙαγωτό) Για να φτιάξουμε ένα παγωτό, επιλέγουμε 4 µπάλες α- 


πό Υ διαθέσιμες γεύσεις. Μας νοιάζει η σειρά που ὃα βάλουμε τις µπάλες, χαι επιτρέπεται 
να βάλουμε πολλές µπάλες από χάτι, π.χ., μπορούμε να βάλουμε 2 µπάλες φράουλας, µια 
στην αρχή (στον πάτο του χυπέλλου) χαι µια στο τέλος (στην κορυφή του κυπέλλου). 

Παρατηρήστε πως έχουµε επαναληπτικές διατάξεις 4 αντικειμένων από ἵ, άρα το 
πλήθος των διαφορετικών παγωτών που µπορεί να φτιαχτούν είναι τὰ -- 2401. 

Ῥιστω τώρα πως ο υπάλληλος που Φτιάχνει το παγωτό επιλέγει µια απὀ τις 2401 
επαναληπτικές διατάξεις στην τύχη, χωρίς να δείχνει προτίµηση σε κάποια από αυτές. 
Αν µια από τις γεύσεις είναι η σοχολάτα, ποια η πιθανότητα να καταλήξουμε µε { µπάλες 
σοχολάτας, όπου { -- 0, 1, 2, 9,4; Ὥστω καταρχήν «το πλήθος των µπαλών σοχολάτας. 

Για την περίπτωση { -- 0, παρατηρούμε ότι οι επαναληπτικές διατάξεις που δεν έχουν 
σοχολάτα είναι οι επαναληπτικές διατάξεις 4 αντικειμένων από 6 (αφού η σοχολάτα έχει 
αποκλειστεί. Ἆρα 


6ἡ 1296 
Ρ(6ο--0) - --- ------. 
) τι δρα 
Για την περίπτωση { -- 1, παρατηρούμε πως η µπάλα σοχολάτας µπορεί να βρίσκεται 
σε (ὢ Ξ- 4 Ὀέσεις, χαι οι επαναληπτικές διατάξεις για τις υπόλοιπες Ὀέσεις εἶναι 63. Άρα 
4 χ 63 δ64 
το η Ξ5 ες . 
) τα 2401 
Παρομοίως, 
(ϱ κό οἱ6 
Ρ(0--9) -- ο 
) τα 2401 ᾽ 
ῴ κα ο 
) τα 2401 ᾽ 


ενώ υπάρχει µόνο µια επαναληπτική διάτα ε πάλες σοχολάτας, οπότε 
ϱχει µόνο µ ληπτική διάταξη µε 4 µπάλ λάτας, 


1 
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Παρατηρήστε πως 
Ρ(6Ξ09)-ρ(όΞ1)ΕΡ(σ-2)-Ρ(65-5)-Ρ(σ-4)-]. 


Παράδειγμα 2.19. (Μ1δαΚε) Για να φτιάξουμε ένα τπή]κδῃακο, επιλέγουμε 4 µπά- 
λες παγωτού από { διαθέσιμες γεύσεις, χωρίς όµως να µας νοιάζει η σειρά που ὃα βά- 
λουµε τις µπάλες, χαι επιτρέπεται να βάλουμε πολλές µπάλες από χάτι, π.χ., μπορούμε 
να βάλουμε δύο µπάλες φράουλας. Οι δυνατοί συνδυασμοί είναι 


στὴ) 


Με το συμβολισμό της απόδειξης του Λήμματος 2.6. η ακολουθία /////Α/ σηµαίνει 
ότι επιλέξαμε 1 µπάλα απὀ το τρίτο υλικό, µια απὀ το τέταρτο, χαι δύο από το έχτο. 
Παρατηρήστε πως, σε σχέση µε το προηγούμενο παράδειγµα, η διαφορά είναι ότι τώρα 
σειρά µε την οποία επιλέγει τις γεύσεις ο υπάλληλος δεν έχει σηµασία, αφού τα υλικά 
Όα περάσουν από το Ρ]επάςτ. 

Έϊστω τώρα πως ο υπάλληλος που φτιάχνει το ΠΗΙΙΚΡΠαΚΟο επιλέγει έναν από τους 210 
επαναληπτικούς συνδυασμούς στην τύχη, χωρίς να δείχνει προτίμηση σε κάποιον από 
αυτούς. Αν µια από τις γεύσεις είναι η σοχολάτα, ποια η πιδανότητα να καταλήξουμε µε 
{ µπάλες σοκολάτας, όπου { -- 0,1, 2,5,4; Ἐϊστω καταρχήν « το πλήθος των µπαλών 
σοχολάτας. 

Για την περίπτωση { -- 0, παρατηρούμε ότι οι δυνατοί συνδυασμοί που δεν έχουν 
σοχολάτα είναι οι επαναληπτικοί συνδυασμοί 4 αντικειμένων απὀ Τ -- 1 Ξ- 6 (αφού δεν 
υπολογίζεται η σοκολάτα). Ἆρα 
ου ο ἃ 


ο στο 


Για την περίπτωση { -- 1, παρατηρούμε πως οι δυνατοί συνδυασμοί που έχουν µια 


Ρ(6--0) - 


µπάλα σοχολάτας είναι οι επαναληπτικοί συνδυασμοί 4 -- 1 αντικειμένων (αφού η µια 
µπάλα είναι η µπάλα σοχολάτας) από Τ -- 1 Ξ- 6 (αφού δεν υπολογίζεται η σοχολάτα). 


Άρα 


Παρομοίως, 
ου. υ υ-- 
Ὃ ορος Ες αυ μη 
13:6--1 6 1 
ο... ορ 
4 
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ενώ υπάρχει ένας µόνο συνδυασμός µε 4 µπάλες σοκολάτας, άρα 


1 


Παρατηρήστε πως 
Ρ(6Ξ0)-ρΡ(όΞ1)ΕΡ(σ-2)-Ρ(6-5)-Ρ(ζσ54)-]. 


Παρατηρήστε πως οι πιθανότητες Ρ(ί6 -- ἵ) που βρήκαμε σε αυτό το παράδειγµα 
διαφέρουν από το προηγούμενο. Μπορείτε να εξηγήσετε τι συμβαίνει; 


2.6. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


2.5.  Παραδείγµατοι 


τ, 


Κανόνες Αρίῦμησης 


Πολλαπλασιαστική Αρχή: Αν εχτελεστούν διαδοχικά Κ πειράµατα, 
χαθένα µε ΝΙ, Νο ...,Νι δυνατά αποτελέσµατα, τότε το νέο, σύν- 
Ὄετο πείραμα έχει ΝιΧ ΝΟΧ-::' Χ ΝΙ δυνατά αποτελέσµατα. 


. Υπάρχουν 


ΝΙ 
(ΝΑ) 


δυνατές διατάξεις ἆ αντικειμένων που επιλέγονται από Ν. Ὑπάρ- 


(Δ0) Ξ 


χουν ΝΙ δυνατές μεταθέσεις. 


πο 


δυνατοί συνδυασμοί ἅ αντικειμένων που επιλέγονται από Ν. 


Ν ὰ ΝΙ 
πλ μι 


δυνατοί συνδυασμοί βάσει των οποίων μπορούν να μοιραστούν Ν 


. Υπάρχουν 


. Υπάρχουν 


αντιχείµενα σε 4 οµάδες, όπου η πρώτη αποτελείται από ἅι αντιχεί- 
μενα, η δεύτερη από ἆρ αντικείµενα, Χλπ., ὡς την ομάδα Λ4 η οποία 
αποτελείται από ΚΙ αντικείµενα. (Πρέπει ζι (-ζο---' Εκ Ν.) 


:. Υπάρχουν ΝΑ επαναληπτικές (δηλαδή µε επανάῦεση) διατάξεις µή- 


χους Κ (δηλαδή διατεταγµένες Κ-άδες) από Ν αντικείμενα. 


ο πλ.) 


επαναληπτικοί συνδυασμοί (δηλαδή µε επανάῦεση) ἄ αντικειμένων 
από Ν. 


. Υπάρχουν 
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Παράδειγµοι 2.14. (Μέτρηµα) Πόσες δυνατές εχδοχές υπάρχουν στο καθένα από 


τα παραχάτω πειράµατα; 


1 


2, 


σε 


8. 


.Ἑγκαδιστούμε ένα πρόγραµµα διαδοχικά σε 10 υπολογιστές. 

Ηπιλέγουμε µε τη σειρά ὁ από 12 αντιχείµενα, χωρίς επανατοποδέτηση. 

. Στρίβουµε ένα χέρµα ϐ φορές. 

. Ἠπιλέγουμε 20 άτοµα από 100 για µια δηµοσχόπηση, χωρίς επανατοποδέτηση. 
.Τίχνουµε ένα ζάρι { φορές. 

. Ῥάζουμε 19 ανθρώπους να χάτσουν σε µια σειρά. 

Μοιράζουµε µε τὴ σειρά ὃ φύλλα από µια συνηδισµένη τράπουλα 52 φύλλων. 


Ρίχνουµε ένα χέρµα 4 φορές χαι ένα ζάρι 2 φορές. 


Σε χάδε περίπτωση πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τον σωστό χανόνα αρίύμησης. Σ.0γ- 


χεχριµένα: 
1. χουμε 10 επιλογές για τον πρὠτο υπολογιστή, 9 για τον δεύτερο, χ.ο.κ. 1ο 
πλήθος των µεταθέσεων είναι 10! -- 3628500. 
2. Το πλήδος των διατεταγµένων Φάδων είναι 
12] μι ο) 
- ενος, 
(12 -- 8)! 9! 
9. Κάδε µία από τις 6 ρίψεις µπορεί να καταλήξει σε 2 αποτελέσµατα, άρα το πλήθος 
των επαναληπτικών διατάξεων εἰναι2ΧΑΟΧΑΟΧ2ΧΟ2ΟΧ2- ο 
4. Ἐφόσον δεν µας ενδιαφέρει Ἡ σειρά επιλογής, το πλήθος των συνδυασμών είναι 
100 100! 
-- - ῥ.960 χ 103. 
( 20 ) (100 -- 20)!20! 
ὅ. Κάδε ζαριά έχει 6 δυνατά αποτελέσµατα, συνεπώς από την πολλαπλασιαστιχκή αρχή 
ἐέχουεθχθχόΟσχόχοΟΧθΧ6-- 67 δυνατές επαναληπτιχές διατάξεις. 
6. Έχουμε 19 επιλογές για τον πρώτο που Ὀα επιλέξουμε, 12 επιλογές για τον δεύτερο, 


χ.ο.κ. Συνεπώς έχουµε συνολικά 19χΧ12Χχ11Χ:...Χ1-15ἱ--6,22Υ,020, 500 
μεταθέσεις. 
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Τ. Παρατηρήστε ότι τα φύλλα μοιράζονται µε τὴ σειρά, συνεπώς φάχνουµε για δια- 
τεταγµένες δάδες. Έϊχουμε 52 επιλογές για το πρώτο χαρτί, 51 επιλογές για το 
δεύτερο χαρτί, χ.ο.κ., συνεπώς έχουµε μπω] -- ὁ0, 942, 99δ, 205, 000 διαφορετι- 
χές δάδες. 


δ. Κάὺδε χέρµα έχει 2 δυνατά αποτελέσµατα χαι κάθε ζάρι ϐ δυνατά αποτελέσµατα, 
άρα από την πολλαπλασιαστική αρχή έχουμε2χΧ2Χ2Χ2Χ6θΧ6θ--δτθ δυνατές 
εχδοχές. 


Παράδειγμοι 2.15. (Αναγραμματισμοί) Πόσοι αναγραμµατισµοί υπάρχουν για την 
λέξη «ΘΕΜΑ»; Για τη λέξη «ΘΕΜΑΤΑ»; Για τη λέξη «ΠΑΝΑΘΗΝΑΙΚΟΣ»Σ; 


Έχουμε, κατά περίπτωση: 


1. Για την λέξη «ΘΕΜΑ» υπάρχουν 4ἱ αναγραμµατισµοί αφού όλα τα γράµµατα είναι 
διαφορετικά. 


2, Για την λέξη «ΘΕΜΑΤΑ», όµως, υπάρχουν 61/2 -- 960 αναγραμµατισμοί. Πράγ- 
ματι, 6ἱ είναι όλες οι µεταθέσεις των ϐ γραμμάτων. Όμως για το «Α» δεν µας 
νοιάζει η διάταξη. Όι διατάξεις των «ΑΛ» είναι 2|--2. Άρα πρέπει να διαιρέσουµε µε 
2ἱ 


9. Για τη λέξη «ΠΑΝΑΘΗΝΑΙΚΟΣ», παρατηρούμε πως το Α εµφανίζεται τρεις φορές, 
ενώ το Ν δύο. Όλα τα άλλα γράµµατα εμφανίζονται µια φορά. Θα υπήρχαν 121 
μεταθέσεις αν τα Α χαι Ν ήταν διακριτά. Αφού δεν εἶναι, πρέπει να διαιρέσουµε 
µε οἱ Ξ- 6 και 2! Ξ- 2 αντίστοιχα, χαι τελικά προκύπτει πως έχουµε 121/(312!) - 
99916500 αναγραμματισμούς. 


Παράδειγμοι 2.16. (Παράγκα) Η οµάδα µας παίζει στην έδρα της 9 διαδοχικά παι- 
χνίδια µε αντίπαλες οµάδες. Έϊχει προαποφασιστεί να έχουµε 4 νίχες, ὃ ισοπαλίες, χαι 
2 ήττες. Με πόσους τρόπους µπορεί να γίνει αυτό; 

Ηδώ απλά θέλουμε να µοιράσουµε 9 «αντικείμενα» (τα 9 παιχνίδια) σε τρεις Χατηγο- 
ρίες των τεσσάρων, τριών χαι δύο. Συνεπώς, υπάρχουν, 


9 91 
---ο τας Ξ- 1960 
ο. ;) 418121 


τρόποι. Εναλλακτικά, αν δεν Ῥέλουμε να χρησιμοποιήσουμε έναν έτοιμο τύπο, σχεφτό- 
µαστε ως εξής: η πρώτη νίκη µπορεί να εμφανιστεί σε οποιονδήποτε από 9 αγώνες, η 
δεύτερη σε οποιονδήποτε από δ, κ.ο.χ., και για τα 9 αποτελέσµατα, λαμβάνοντας τελικά 
9Ι δυνατά αποτελέσµατα. Παρατηρήστε ότι οι νίκες εμφανίζονται µε 4] διαφορετιχές 
σειρές, οι ισοπαλίες µε 9] διαφορετικές σειρές, χαι οι ήττες µε 2ἱ διαφορετικές σειρές. 
Για κάθε µια συγκεχριµένη ακολουθία αποτελεσμάτων όπου οι νίχες/ισοπαλίες/ ήττες 
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δεν είναι διακριτές, υπάρχουν 4ἱ Χ 5ἱ χΧ 2ἱ αχολουδίες όπου οι νίχες/ισοπαλίες/ ήττες 
είναι διακριτές. Ἆρα, αν ἃ ο ζητούµενος αριθµός, Όα πρέπει Χ Χ4ἱΧχ5ἱΧ2ἱ -- 9Ι, άρα 


τελικά Χ -- η -- 1260. 


Παράδειγμα 2.17. (Φοπητικό Δωμάτιο) Για να στολίσουµε ένα φοιτητικό δωμάτιο, 
πρέπει να αγοράσουμε 15 αρχουδάχια επιλέγοντας από ὃ διαφορετικά είδη, χαι μπορούμε 
να αγοράσουμε πολλές φορές το ίδιο είδος αρχουδάχι. Π σειρά δεν έχει σηµασία. (Οι 


15 Γγ5ο--1 19 
(51ο) ο (1) τω 


Με το συμβολισμό της απόδειξης του Λήμματος 2.6, η αχολουδία 


δυνατοί συνδυασμοί είναι 


/. / / / / ο / 
σηµαίνει ότι επιλέξαμε ὅ αρχουδάχια του πρώτου είδους, 4 του δεύτερου, χαι 6 του 
τρίτου. 


Παράδειγμα 2.15. (ΡοΚετ) Έννας παίκτης του πόχερ παίρνει ὃ φύλλα από µια χανο- 
νιχή τράπουλα 52 φύλλων. 1οια είναι η πιθανότητα να έχει: 

1. Καρέ (δηλαδή 4 ίδια φύλλα, για παράδειγµα 4 άσσους, 4 ντάµες, χτλ.); 

2. Φουλ (δηλαδή ένα ζευγάρι χαι µια τριάδα, για παράδειγµα 3 άσσους χαι 2 ρηγάδες); 

9. Χρώμα (δηλαδή όλα κούπες ή όλα σπαθιά ή όλα μπαστούνια ή όλα χαρώ); 

Λύση: Σε αυτό το παράδειγµα, ο δειγµατιχός χώρος {) αποτελείται από όλες τις ( 
δυνατές δάδες φύλλων που µπορεί να έχει ο παίχτης, αφού η σειρά δεν µας ενδιαφέρει. 


1. Ἔϊστω Α το σύνολο των ὁάδων που περιέχουν καρέ. Κατ’ αρχάς παρατηρούμε πως 
υπάρχουν 4δ διαφορετικές ὄάδες µε χαρέ του άσσου, µία για χάῦε ένα από τα 45 
φύλλα µε τα οποία συμπληρώνουµε την πεντάδα. Υπάρχουν άλλες 4δ Όάδες µε 
χαρέ του Ρήγα, χ.ο.κ. Ίαι, εφόσον υπάρχουν 19 διαφορετικά χαρέ, το συνολικό 
πλήθος των στοιχείων του Α είναι 13 Χ 48. Άρα, η ζητούμµενη πιθανότητα είναι 


τμ 1ῶχαδ Ιδχάδχδιχατι 1 


 ἳ), . 621 4165 


Ρ(Α) 9.4Χ 103. 


2. Ἠιστω Β το σύνολο των δάδων που αντιστοιχούν σε φουλ. Ιατ΄ αρχάς, πόσες 
ὅάδες αντιστοιχούν σε φουλ του άσσου µε ρηγάδες; Υπάρχουν (ὁ τρόποι να 
επιλέξουμε ὃ άσσους και (9) τρόποι να επιλέξουμε 2 ρηγάδες. Ἆρα υπάρχουν 


(ὁ Χ (ὁ δάδες που περιέχουν φουλ του άσσου µε ρηγάδες. Ἠπιπλέον, υπάρχουν 
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13 Χ 12 διαφορετικά «είδη» φουλ αφού έχουµε 13 επιλογές για το νούμερο (ή 
φιγούρα) που Όα εμφανιστεί σε τριάδα, χαι 12 επιλογές για το νούμερο {ή φιγούρα) 
που Όα εμφανιστεί σε δυάδα. Άρα, το πλήδος όλων των δυνατών οάδων που 


αντιστοιχούν σε φουλ είναι /5|-- 19χ12χ (ὁ Χ (, χαι η πιθανότητα για φουλ 


είναι 
Β να ος 
Ρ(1) αν μ2| -- 9 6) 
υ) (9) 
Ίο κ 12 τν κ Ἡ πκ-δί ος τὶ 6 
- -- ο» ϱ0.0014. 
ο ο ον ον 1 δέ πο] 41605 


1 
ὃ. Τέλος, έστω «’ το σύνολο των Ράδων που αντιστοιχούν σε χρώμα. Υπάρχουν (9) 
ὅάδες από κούπες, χαι το ίδιο πλήθος για τα µπαστούνια, σπαδιά χαι χαρώ, άρα, 


σ:ξα4χ ..: Άρα, η πιδανότητα του χρώματος είναι 


1ο Ακ () ΑΧΙΔΙΧδΙΧ4ΤΙ 388 


πρ  ϐ ο δΙΧκδιΧσΙ «τ6660 


Ρ(Ο) -- 0.002. 


Ποράδειγµοι 2.19. (Χορευτική Ομάδα) Ένας ιµπρεσάριος µιας ομάδας ϐ χορευτριών 
ετοιμάζει ένα σόου τριών χορών, µε χάὺε χορό να χορεύεται από ένα ζεύγος χορευτριών. 
Πόσες παραστάσεις µπορεί να ετοιμάσει ο ιµπρεσάριος, σε χάὺδε µια από τις αχόλουὺδες 
περιπτώσεις; 


1. Οι χοροί εκτελούνται διαδοχικά, χαι σε χάὺε χορό οι χορεύτριες έχουν διαφορετικά 
χουστούµια. 


2. Όι χοροί εχτελούνται διαδοχικά, χαι σε κάθε χορό οι χορεύτριες έχουν ἴδια χου- 
στούµια. 


ὃ. Οι χοροί είναι όμοιοι, εκτελούνται ταυτόχρονα, χαι όλες οι χορεύτριες έχουν τα 
ίδια κουστούμια. 


τά Φ / 
Ώγχουµε, σε χάὺδε περίπτωση: 


1. Ἔνχουμε ϐ επιλογές για το ποια Όα φορέσει το πρώτο κουστούμµι του πρώτου χορού, 
ὅ επιλογές για το ποια ὃα φορέσει το δεύτερο κουστούµι του πρώτου χορού, 4 
επιλογές για το πρὠτο χουστούµι του δεύτερου χορού, κ.ο.κ. Τελικά έχουµε ϐἱ 
διαφορετικές παραστάσεις. 

2. Έχουμε ο επιλογές για το πρὠτο ζευγάρι χαι (ὁ επιλογές για το δεύτερο ζευγάρι, 
άρα τελιχά ς Χ (ὁ εξ - -- 90 διαφορετικές παραστάσεις. 
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ὃ. Μια λύση είναι η εξής: Ίστω πως οι χορεύτριες επιλέγουν την παρτενέρ τους µε 
µια καθορισμένη σειρά, π.χ. βάσει αρχαιότητας. Υπάρχουν ὃ επιλογές για την 
επιλογή παρτενέρ της πρώτης χορεύτριας που ὃα διαλέξει, χαι ὃ επιλογές για την 
επόµενη που ὃα διαλέξει. Σύνολο έχουµε 15 επιλογές. Εναλλακτικά, μπορούμε 
να σχεφτούμε ως εξής: απὀ το προηγούμενα σχέλος προχύπτει πως έχουµε 90 
συνδυασμούς, αν έχει σηµασία η σειρά των τριών ζευγαριών. Αν όµως δεν έχει 
σηµασία Ἡ σειρά, πρέπει να διαιρέσουµε τους συνδυασμούς µε το 9ἱ, χαι τελικά 
παίρνουμε 90/9! - 15 διαφορετικές παραστάσεις. 

Παράδειγµοι 2.20. (Πέντε επί πέντε) Με πόσους τρόπους μπορούν 10 άτοµα να 
10 


ὅ 
οποίους µπορεί να σχηματιστεί η πρώτη ομάδα. Όμως, για χάδε ένα συνδυασμό µε τον 


παίξουν ποδόσφαιρο ὃ Χ ὅ; Παρατηρήστε πως υπάρχουν ( ) Ξ-- 252 τρόποι µε τους 
οποίο ὃ άτοµα εμφανίζονται στην πρώτη οµάδα, υπάρχει χαι άλλος ένας συνδυασμός 
µε τον οποίο οι ίδιοι αχριβώς ὃ εμφανίζονται στην δεύτερη ομάδα. Άρα τελικά, οι 
τρόποι µε τους οποίους τα 10 άτοµα μοιράζονται σε δύο οµάδες είναι 252/2 Ξ 126. 
Ἠναλλαχτιχκά, φανταστείτε ότι ο ιδιοκτήτης της µπάλας επιλέγει την οµάδα του. Έχει 


συνολικά ( 


ὴ Ξ- 126 επιλογές, χαι κάθε µια αντιστοιχεί σε µια δυνατή διαµέριση των 10 


ατόμων. 
Παρατηρήστε πως αν διαχωρίζαµε µε χάποιο τρόπο τις οµάδες, για παράδειγµα λέγαμε 
πως η µια οµάδα ὃα χάνει τη σέντρα, ή η µια ομάδα φορά χόχχεινα, κ.ο.χκ., τότε Όα υπήρχαν 


(9) -- 252 τρόποι µε τους οποίους μπορούσαν τα 160 άτοµα να παίξουν ποδόσφαιρο. 


Παράδειγμοι 2.21. (Ξενοδοχείο Ακρόπολις) Έξι φίλοι συμφωνούν να συναντηθούν 
στο ξενοδοχείο Ακρόπολις των Αὐηνών. Συμβαίνει όµως να υπάρχουν 4 ξενοδοχεία µε 
το ἴδιο όνοµα. Κάδε ένας από τους ϐ φίλους διαλέγει στην τύχη να πάει σε ένα από 
αυτά. Θα απαντήσουμε τα αχόλουῦα ερωτήµατα: 


1. Ποια είναι η πιθανότητα να συναντηθούν ανά ζεύγη {εννοείται σε τρία διαφορετικά 
ξενοδοχεία): 


2. Ποια είναι η πιθανότητα να βρεθούν δύο μόνοι τους χαι άλλοι τέσσερις σε δύο 
ζεύγη; 


Καταρχήν, έστω πως δίνουμε έναν αριθμό απὀ το 1 ὡς το 4 στα διαφορετικά ξε- 
νοδοχεία. Το τυχαίο πείραµα εδώ συνίσταται από την τυχαία επιλογή του ξενοδοχείου 
µετάβασης για κάθε ένα από τους ϐ φίλους. Το σύνολο των δυνατών αποτελεσμάτων Όα 
αποτελείται από όλες τις διατεταγµένες θ-άδες (αι, α», αλβ, αι, ας, ας) ξενοδοχείων {όπου 
χάδε αι. Ξ 1.2.5 ή 4). Π.χ. το στοιχείο (2,9. 2,1.4.4) αντιστοιχεί στο ενδεχόμενο ο 
πρώτος χαι ο τρίτος να πήγαν στο 290 ξενοδοχείο, ο δεύτερος στο 9ο, 0 τέταρτος στο 
1ο, χαι οι πέµπτος χαι έχτος στο 4ο. Ο) δειγµατικός χώρος «) επομένως Όα αποτελείται 
από όλες τις 46 -- 4096 τέτοιες θάδες. 


2.6. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 4/ 


Σχετικά µε τις ζητούµενες πιθανότητες, έχουµε: 


1. Ἔστω Α το ενδεχόμενο να καταλήξουν οἱ φίλοι σε τρία ζεύγη. Παρατηρήστε ότι, 

πριν σχεφτούµε σε ποια ξενοδοχεία Όα πάνε, υπάρχουν () . τρόποι να µοιρα- 
στούν ϐ άνῦρωποι σε ὃ ζεύγη, αν µας ενδιαφέρει η σειρά σχηματισμού. Συνεπώς 
υπάρχουν ο (ὁ /9ἱ αν, όπως στην προχειµένη περίπτωση, δεν µας ενδιαφέρει η 
σειρά σχηματισμού. 
Αφού έχουµε τα τρία ζευγάρια, υπάρχουν 4 Χ 3 χΧ 2 -- 24 τρόποι να μοιραστούν 
σε ξενοδοχεία (4 επιλογές για το πρώτο, 9 για το δεύτερο, 2 για το τρίτο). Άρα, 
το πλήθος των στοιχείων του «Α είναι, |.Α| -- 24 κ (5) (9/51, και η ζητούµενη 
πιδανότητα ισούται µε, 


ο! 24 (9(9/9Ι αὔ 


Ρ(Α) --ς -- 
Ω| 46 512 


» 0.05Τ9. 


2. ἨὭστω ἢ το ενδεχόμενο να βρεὺούν δύο μόνοι τους χαι άλλοι τέσσερις σε δύο 
ζεύγη. Παρατηρήστε ότι υπάρχουν (9) ο) τρόποι να σχηματιστούν τα δύο ζεύγη, 
αν µας ενδιαφέρει η σειρά σχηματισμού, χαι () (9 /2 αν δεν µας ενδιαφέρει χαι 
αχολούθως 4Χ ὃ χ 2Ξ 24 τρόποι να μοιραστούν οι τέσσερις οµάδες (δύο ζεύγη 
χαι δύο άτοµα μόνα) σε ξενοδοχεία (4 επιλογές για το πρώτο, ὁ για το δεύτερο, 2 
για το τρίτο). Άρα, η ζητούµενη πιθανότητα ισούται µε: 


.. ο ο ο 195 


τα) 46 512 


» 0.269. 


Κεφάλαιο ὃ 


Δεσμευμένη ΠΕΠιδονότητα και 
Ανεξαρτησία 


Ας πούµε πως ένας µετεωρολόγος µας πληροφορεί ότι, µε βάση τα ιστοριχά στατιστικά 
στοιχεία του χαιρούὐ στην Αὐήνα, βρέχει µία στις 9 µέρες. Αν για χάποιο λόγο µας 
ενδιαφέρει τι χαιρό χάνει τις Γκυριαχές (γιατί, π.χ., τις Κυριακές χάνουμε πυκνικ στην 
Πάρνηθα). λογικά Όα υποθέσουμε ότι µια στις 9 Κυριαχές βρέχει. Λυτός ο συλλογισμός 
ισχύει γιατί έχουµε, έµµεσα, υποῦδέσει πως το αν βρέχει ή όχι σήµερα είναι ανεζάρτητο 
απ΄ το ποια µέρα της εβδομάδας είναι. 

Αντίθετα, αν µας ενδιαφέρει ακριβώς αν ὃα βρέξει τις µέρες που έχει συννεφιά, Όα 
ήταν λάὺος να υποθέσουμε ότι µια στις 9 συννεφιασµένες µέρες βρέχει - το ποσοστό 
Όα είναι προφανώς µεγαλύτερο, γιατί η συννεφιά δεν είναι ανεξάρτητη απ’ την βροχή. 
Άρα, αν γνωρίζουμε ότι, π.χ., αὐριο ὃα έχει συννεφιά, η πιδανότητα ότι Όα βρέξει δεν 
Όα είναι πλέον 1/9. 

Το κεντρικό αντικείµενο αυτού του χεφαλαίου είναι η μαθηματική περιγραφή του 
πότε δύο ενδεχόμενα εἶναι ανεξάρτητα, και η χρήση της ανεξαρτησίας ενδεχόμενων 
στον υπολογισμό πιδανοτήτων. 


9.1] Δεσμευμένη Πιδανότητα 


Ορισμός 9.1. (Δεσμευμένη πιθανότητα) Έστω δεη)µατικός χώρος Ω µε ενδεχόμενα 
Α, Β, όπου Ρ({8) 3 0. Ορίζουµε την δεσµευμµένη πιθανότητα του Α δεδομένου του Β 
ας 

Ρ(ΑΠ Β) 


ρα 


Παρατήρηση: ΠΗ δεσμευμµένη πιθανότητα του Α δεδομένου του Β εχφράζει την ἃ Ρο- 
εἰοτίοτί πιανότητα να συμβεί το Α µε δεδομένο ότι συνέβη το Β. Η α Ρρτὶοτὶ πιδανότητα 
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είναι η Ρ(4Α). Ο ορισμός µπορεί να γίνει κατανοητός µε ένα παράδειγµα. 


Παράδειγμα 9.1. (Εταιρία Πληροφορικής) Μια εταιρία πληροφορικής απασχολεί 40 
Έλληνες χαι 50 αλλοδαπούς εργαζόμενους, εχ των οποίων κάποιοι είναι τεχνικοί χαι 
χάποιοι προγραμματιστές: 


Έλληνες | αλλοδαποί 
τεχνικοί 22 25 
προγραμματιστές 15 5 


Ηπιλέγουμε τυχαία έναν από τους Τ0 εργαζομένους, χαι εξετάζουμε τα ενδεχόμενα: 


τὰ 
Ε, -- «επελέγη Έλληνας». 


«επελέγη τεχνικός», 


/ / / / { 
Εφόσον η επιλογή ειναι τυχαια, εχουμε 


22-3-2505 47 40 4 
μεριά ρε  -ἷ- 
70 τ0 το ᾖτ 
Παρομοίως, η πιθανότητα να επιλέξουμε έναν Έλληνα τεχνιχό είναι 
2 
Ρ(Ε ΩΤ) - τς. 
( οι 


Έστω τώρα πως γνωρίζουμε πως το άτοµο που επελέγη είναι τεχνικός. Ί]οια η 
πιδανότητα να είναι Ἠλληνας; Από τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας, αυτό 
ισούται µε 
ΑΡΤ. 2210. ορ 

Ρ(Τ) «ΠΟ ατ 


Σε αυτό το παράδειγµα μπορούμε να ελέγξουμε αν το αποτέλεσµα συμφωνεί µε τη διαί- 


Ρ(Ε/Τ -- 


σνησή µας για το τι Όα πει «πιδανότητα ενός ενδεχοµένου δεδομένου ενός άλλου» ὡς 
εξής: εφόσον γνωρίζουμε πως το επιλεγμένο άτομο είναι τεχνικός, διαισθητικά το πεί- 
ραμά µας είναι ισοδύναμο µε µια τυχαία επιλογή μεταξύ των 22 -- 2ὔ -- 4Τ τεχνικών. 
Και µια χαι απ’ αυτούς τους 41 οι 22 είναι Έλληνες, λογικά ὃα περιμέναμε η πιθανότητα 
του να επιλέξουμε έναν Έλληνα να ισούται µε 22/47, το οποίο επιβεβαιώνεται απ΄ τον 
προηγούµενό µας υπολογισμό που έγινε βάσει του ορισμού. 

Τέλος, μπορούμε να εξετάσουμε την «αντίστροφη» περίπτωση: Ί]οια είναι η πιθανό- 
τητα να επιλέξαμε τεχνικό δεδομένου ότι επιλέξαμε χάποιον Ἓλληνα; Όπως και πριν, 
από τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας βρίσχουµε 
ΒΡΩ. ρα ο. 

Ρ(Ε) 40/0 4ο 90) 


ή Φ ξ ν ά / / / 
Μπορείτε να επαληδεύσετε ότι χαι αυτό το αποτέλεσµα συμφωνεί µε τη διαίσὺησή σας; 


Ρ(ΤΙΓ) -- 
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Παράδειγμα 3.2. Μια οικογένεια µε δύο παιδιά έχει τουλάχιστον ένα κορίτσι. Ποιο 
είναι το ενδεχόμενο να εἶναι χαι τα δύο κορίτσια; Για να απαντήσουμε το ερώτημα, 
επιλέγουμε σαν δειγµατικό χώρο τον Ὁ Ξ {αα.αΒ, Βά, ΒΒΥ, ὀπου το αποτέλεσµα 
(ΗΒ σηµαίνει το πρώτο παιδί είναι κορίτσι (61Τ]) και το δεύτερο αγόρι (Ώογ). κ.ο.χ. 
Επίσης υποθέτουμε ότι όλα τα αποτελέσµατα έχουν την ἴδια πιθανότητα, 1/4. Άρα: 


Ράααγωά{βρα.αβ,αα)) 
Ρ4μΡα,αβΒ, σα) 
ου ο 
Ρ(4ρα,αβ,αασι) 84 
Για να πειστείτε για την ορθότητα του αποτελέσματος, σχεφτείτε ως εξής: έστω µια 
πόλη µε 1000 οικογένειες, εΧχ των οποίων 250 έχουν δύο αγόρια, 500 έχουν ένα αγόρι 
χαι ένα κορίτσι, χαι 250 έχουν δύο χορίτσια. Αν αποχλείσουµε τις 250 µε τα δύο αγόρια 
χαι επιλέξουμε µια από τις άλλες στην τύχη, η πιδανότητα να επιλέξουμε µια οικογένεια 


µε δύο κορίτσια είναι 2050/1500 -- 1/9. 


Ῥαα]ήβα αΒ.αα)) - 


Παράδειγμα 9.9. Ἠπιλέγουμε ὃ χαρτιά στην τύχη από µια συνηδισµένη τράπουλα. 
Ποια είναι η πιδανότητα του ενδεχόµενου Α να επιλέξουμε τουλάχιστον µία φιγούρα; 


. νο (401 5. ο, 4ΘΑΤΙ 
Οπως 


Ποια είναι η πιδανότητα του ενδεχόµενου Β να επιλέξουμε αχριβώς µια φιγούρα, δεδο- 
µένου ότι επιλέξαμε τουλάχιστον µία; Παρατηρήστε ότι 8 ς «Α, επομένως 


νο. Ολο - μὴ (90) /ρο]γοα 


Παρατηρήσεις 


1 Ό /. δν /. / / / 
. Όπως δείχνουν τα άνω παραδείγματα, ουσιαστικά όταν υπολογίζουμε µια δεσµευ- 


µένη πιθανότητα Ρ(Α| 8). περιοριζόµαστε στο μικρότερο δειγµατικό χώρο Β. 


2. Αντίθετα µε τα άνω παραδείγµατα, πολλές φορές µας δίνονται, ή είναι εύὐχολο να 
υπολογιστούν, χάποιες δεσµευμένες πιθανότητες, τις οποίες μπορούμε να χρησιµο- 
ποιήσουµε για να βρούμε χάποιες όχι δεσμευμµένες πιθανότητες. Κλειδί για αυτές 
τις περιπτώσεις είναι το αχόλουῦο λήμμα: 


Λήμμα 95.1. (Πολλαπλασιαστικός τύπος) Έστω δεη)µατικός χώρος {) και µια ακο- 
λουδία ενδεχόµενων Αι, Αο,..., Απ, όπου Ρ(ΑιΑο... Απ 1) Σ 0. Ισχύει η ακόλουθη 


Ισότητα: 


πο ο ο το ρολ ο ο. -ᾱ- 
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Απόδειξη. Καταρχήν, παρατηρούμε ότι αν Ρ(ΑιΑ»... Απ ι) Σ 0, τότε Όα έχουµε χαι 
Ρ{ΑιΙΑο...Αι!) Σ0γιαχάθε{Ξ1,2,...,πι-- 2 (γιατί;) χαι έτσι όλες οι δεσμευμένες 
πιδανότητες είναι χαλώς ορισμένες. Για να αποδείξουµε το ζητούμενο απλώς παρατη- 
ρούμε πως 


Ρ(ΑΙ)Ρ(ΑΙΑΙ)Ρ(Α:ΙΑ. ΑΙ)... Ῥ(Α ΔΙΑ... Αι) 


Ρ(ΑΟΑΙ) Ρ({Α«ΑΟΑι) ος δν 
μα ο εαν ο ο ο μι κα ο 
(4ἱ) Ρ(Αι) Ρ(Α.Α1) ποιο ἲ-) 
- Ρ(ΑιΑο... Αμ). 


ν / Ἡ. / / 
Η τελευταία ισότητα προχύπτει µε διαδοχικές απλοποιήσεις. 


Παράδειγμα 3.4. Αφαιρούμε διαδοχικά δύο µπάλες από ένα δοχείο µε 10 άσπρες και 
8 μαύρες. Ἰοια είναι η πιδανότητα να τραβήξουμε δύο άσπρες; Για να υπολογίσουμε 
την απάντηση, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε συνδυαστική: Υπάρχουν συνολικά ) 
συνδυασμοί, εχ των οποίων οι ο. είναι οι συνδυασμοί των άσπρων µπαλών. Αν Αι 
είναι το ενδεχόμενο να είναι η πρώτη µπάλα άσπρη, 42 το ενδεχόμενο να είναι η δεύτερη 


µπάλα άσπρη, χαι συνεπώς «Αι42 το ενδεχόμενο να βγάλουμε δύο άσπρες, η πιδανότητα 
του Αι Αὸ είναι 
(0) 101162! 10χο 


Ρ{ΑΙΑ2) -- . .. τσ: 
(49Α2) (8) Ἅ18Ι8!ΙΙ  1δχ1 1 


Ί]ιο απλά όµως, παρατηρούμε πως 


Ρ(Α1Α2) Ξ- Ρ(Α1)Ρ(42/Αι) πρ Ἱ 
Η δεσμευμένη πιθανότητα Ρ({4Α0|Αι) ισούται µε Ἱ γιατί, µε δεδομένο ότι έχει φύγει µια 
άσπρη µπάλα στην αρχή, ο νέος δειγµατικός χώρος, Αι. αποτελείται από 17 αποτελέ- 
σµατα, εΧχ των οποίων 9 ανήχουν στο Αι Π Α2. Παρατηρήστε πόσο πιο απλά μπορούμε 
να βρούμε το αποτέλεσµα, σε σχέση µε την χρήση συνδυαστικής. 

Ακολούθως, έστω Λι το ενδεχόμενο να τραβήξουµε πρώτα µια μαύρη, χαι Λ42 το 
ενδεχόμενο η δεύτερη να είναι μαύρη. ΄Ἐστω το ενδεχόμενο να τραβήξουµε µια λευκή χαι 
µια μαύρη, δηλαδή το ενδεχόμενο ΑιΛΜ2Ι) ΑοΛάι. Ἡ πιθανότητα αυτού του ενδεχόµενου 


είναι 


Ρ(Αι Μο ω Μι Λο) Ξ- Ρ(Αι Μο) -- Ρ(Μ1 Λο) Ξ- Ρ(Αι)Ρ(ΜΟ| Αι) --- Ρ({Μ1)Ρ(Α9ΜΙ) 
10 δ 8 10 50 
Χ Χ τν . 
δ Ἱσ 15 1 159 


Στο ἴδιο αποτέλεσµα μπορούμε να καταλήξουμε µε χρήση συνδυαστικής, χαι πάλι όµως 
µε περισσότερες πράξεις. 
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Παράδειγμα 9.5. (Μοπί Πα -- συνέχεια) Σε συνέχεια του προβλήματος του 
Μοπίγ Πα]] του Παραδείγματος 1.11, τι είναι χαλύτερο: να αλλάζει, ή αν µην αλλάζει 
κουρτίνα ο παρουσιαστής; Θα απαντήσουμε αυτό το ερώτηµα υπολογίζοντας τις πιδανό- 
τητες όλων των αποτελεσμάτων του Δ.Χ. του Σιχήµατος 1.4, χαι στις δύο περιπτώσεις. 

Ὑπενθυμίζουμε ότι τα αποτελέσµατα είναι τριάδες της µορφής (Χ, Χ, Χ), όπου τα 
Ἀ παίρνουν τιµές Α, Β, ή 6, χαι το πρώτο στοιχείο δείχνει την επιλογή του διαγωνι- 
ζόμενου, το δεύτερο την χουρτίνα που αποκαλύφὕὣηκε, χαι το τρίτο την κουρτίνα που 
επέλεξε τελικά ο διαγωνιζόμενος. Το δώρο βρίσκεται στην χουρτίνα 4. 

Για να υπολογίσουμε τις πιθανότητες, χρειαζόμαστε δυο υποδέσεις. Πρώτον, υποὺέ- 
τουµε πως η αρχική επιλογή του παίκτη είναι τυχαία, Χαι μάλιστα πως τα ενδεχόμενα «ο 
παίχτης πρώτα επιλέγει την Α».«ο παίκτης πρώτα επιλέγει την 2» χαι «ο παίχτης πρώτα 
επιλέγει την «0» έχουν πιθανότητα 1/3 το καθένα. Επιπλέον, υποθέτουμε ότι όταν ο 
παρουσιαστής έχει επιλογή στο ποια κουρτίνα ὃα ανοίξει, ανοίγει χάδε µια από τις δύο 
µε πιθανότητα 1/2. 

Στρατηγική 1: Ἠστω πως ο παίχτης αλλάζει κουρτίνα µε πιδανότητα 1. Τότε ο 
παίχτης Όα κερδίσει αν (και µόνο αν) αρχικά επιλέξει την κουρτίνα 8 ή την χουρτίνα 
. Στο Σχήµα 5.1 (άνω) φαίνεται ο δειγµατιχός χώρος Χαι οι πιδανότητες όλων των 
αποτελεσμάτων. ]α αποτελέσµατα που οδηγούν σε νίχη είναι υπογραμµισµένα, χαι έχουν 
ολική πιθανότητα 2/9. 

Στρατηγική 2: Ο παίκτης αλλάζει κουρτίνα µε πιδανότητα 0. Τότε ο παίχτης Όα κερ- 
δίσει αν (και µόνο αν) αρχικά επιλέξει την χουρτίνα Α. Στο Σχήµα 9.1 (κάτω) φαίνεται 
ο δειγµατικός χώρος χαι οι πιθανότητες όλων των αποτελεσμάτων. Τα αποτελέσµατα 
που οδηγούν σε νίκη είναι υπογραμμισµένα, χαι έχουν ολική πιθανότητα 1/39. 

Συνεπώς, συμφέρει τον παίκτη να αλλάζει κουρτίνα] 

Οι υπολογισμοί των πιδανοτήτων όλων των αποτελεσμάτων έγιναν µε χρήση του 
πολλαπλασιαστικού τύπου. Για παράδειγµα, ας εξετάσουµε την πιθανότητα να προχύψει 
το αποτέλεσµα (Α, Β, 6) αν ο παίκτης αχολουὺεί την πρώτη στρατηγική. Έστω (Α. 5,3) 
το ενδεχόμενο να επιλέξει ο παίκτης την κουρτίνα Α. (., Β. 3) το ενδεχόμενο να ανοίξει 
ο παρουσιαστής την κουρτίνα Β, χαι {α., κ, (0) το ενδεχόμενο να καταλήξει ο παίχτης µε 
την χουρτίνα (0. (Από ποια αποτελέσµατα αποτελείται το χάθε ενδεχόµενο;). Έχουμε: 


Ρ(ί(Α, 5,0)) 
(ο πω, Βρε) 
Ρ(ί({Α, 4. )) χ Ρ((4. Β,4)Ι(Α,».,3)) χΧ Ρ(ί(α,, Ο)Ι(Α. 4) Ω(., Β, 3) 


Στην τρίτη ισότητα, χρησιµοποιήσαµε τις δύο υποδέσεις µας χαι το γεγονός ότι ο παίκτης 
αχολουδεί την πρὠτη στρατηγική. 
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| οἱ αΒ0ἱ ο 
-- 12 ο μα-- 48Ο /ς 
ἁμα Ἡρι--ᾱ- Ἡ αςΜΙ ο 
ξ ὄ Γ 58) 16 
- Γ (64 ἱ 18 
1/3 . Ἡ- η ο. 
. ”- Γ (οβά) ἶἱ 1/ 
ρτ υ ε-α (685Οἱ ο 
ὡς ω ο 
ο Ὁ5 ορ μον 
5 Ἑ 8 6 Ἔ Ξ 
ει. εξ 3ξξ 3 : 
ανα ὃ ο: ο Ξ 
 Ἡ . Ξ πο Ρ ο. . 
ο ο. 8 ῃ 9 Ὁ, ὃ Ξ 5 
5 ῳ σος 5 Ἑ 5 α -- 
-Ὁ ξ οὉ 9] ο -« υ- 
ο ο 8 ο δ 
| Ε 8.4) ἶ Ἱ/6 
-- 12 πο 4ΒΟἱ 
4 ΗΝ σπα να (4.64) 1 16 
«ᾱι 5 68) 0 
1/3 0! (8.64) | 0 
-- ο α ----ᾱ (868) { 1 
- - Γ (68 4) 
Ῥπ τ ε-α (65Οἱ ι6 
ο Ὁ  οδὃ 
ο 5 η ο Ο κ. 5 ο 
ον Ἐν εα ο ἝἜ 
ο. 3 κ. Ο. Ὁ 9 5. .. «5 
9 Ὦ εξ Ἐξδε Ἑ ξ 
ϐ Ὦ εντ 5 5 Ἐ Ξ Ξ 
εξ εξ Σε 3ἳὉ Ἐ 
ο τος ο. 
ο ὅ ο 8 ο δ 


Σχήµα 9.1: Ο δειγµατικός χώρος χαι οἱ πιθανότητες όλων των αποτελεσμάτων του Παραδείγματος 9.6 
για τις δύο διαφορετικές στρατηγικές: 1) ο παίκτης αλλάζει πάντα χουρτίνα, χαι 2)ο παίκτης δεν 
αλλάζει ποτέ κουρτίνα. Παρατηρήστε πως Ἡ πιθανότητα ενός αποτελέσματος ισούται µε το γινόμενο 
των πιθανοτήτων όλων των χλάδων του δέντρου που οδηγούν στο εν λόγω αποτέλεσµα. 
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Παράδειγμα 2.6. (ΡοΚετ µε δεσµευµένες πιθανότητες) Έϊννας παίκτης του πόκερ 
παίρνει ὃ φύλλα από µια κανονική τράπουλα ὅ2 φύλλων. Ποια είναι η πιθανότητα για: 


1. Καρέ (δηλαδή 4 ίδια φύλλα, για παράδειγµα 4 άσσους, 4 ντάµες, χτλ.); 
2. Φουλ (δηλαδή ένα ζευγάρι χαι µια τριάδα, για παράδειγµα 3 άσσους χαι 2 ρηγάδες); 
9. Χρώμα (δηλαδή όλα κούπες ή όλα σπαθιά ή όλα μπαστούνια ή όλα καρώ); 


Θα χρησιμοποιήσουμε την έννοια της δεσµευµένης πιθανότητας, χαι όχι χανόνες της 
συνδυαστιχής όπως χάναµε στο Παράδειγμα 2.16. 


1. Φανταστείτε πως µας αποκαλύπτονται τα φύλλα όχι ταυτόχρονα, όπως σε λύσεις 

/ / / / ο / 2. 

που βασίζονται σε συνδυαστική, αλλά διαδοχικά. Παρατηρήστε ότι το ενδεχόμενο 

του χαρέ µπορεί να γραφεί ως ένωση πέντε ξένων ενδεχόμενων Εῃ, όπου το Εη 

είναι το «παράταιρο» φύλλο να είναι το {-οστό που ὃα µας αποχαλυφδεί. Λόγω 
/ / / /. 4 / 

συµµετρίας, η ζητούµενη πιθανότητα είναι ίση µε δΡ(Ει) (γιατί;) 

Για να υπολογίσουμε το Ρ(Ε1), σκεφτόμαστε ως εξής: Έστω πως έχουµε τραβήξει 

το πρὠτο χαρτί. Ἡ πιθανότητα να χάνουμε τελικά καρέ εἶναι η πιθανότητα η αξία 

(δηλαδή το «νούμερο», άσσος, 2, ὃ, κ.ο.χ.) του δεύτερου φύλλου να είναι διαφο- 

τ ἴά Φ / νἡ /. / / / 

ρετική από του πρώτου (45/51). επί την πιθανότητα το τρίτο να έχει την ἴδια αξία 
ας / χ. / ό. / / 

µε το δεύτερο (3/50), επί την πιθανότητα το τέταρτο να είναι ίδιο µε το δεύτερο 

(2/49), επί την πιδανότητα το τελευταίο να είναι ίδιο µε το δεύτερο (1/45). 


Αν Ὀέλουμε να είµαστε πιο σχολαστιχοί, ορίζουµε τα αχόλουῦδα ενδεχόμενα: 


Ας - Ἡ αξία του δεύτερου φύλλου είναι διαφορετική απ’ του πρώτου, 
Αθ - Ἔο τρίτο φύλλο έχει ίδια αξία µε το δεύτερο, 
ΑΙ Ξ- Ἔο τέταρτο φύλλο έχει ἴδια αξία µε το δεύτερο, 


Ας - Ἔο πέµπτο φύλλο έχει ίδια αξία µε το δεύτερο. 
Τότε, έχουµε, από τον ορισμό της δεσμευμένη πιθανότητας 


Ρ{ίΕιΙ) Ξ Ρ(ίΑοΠΑ4Γ ΑΙ ΑΡ) 
- Ρ(Αο)Ρ(Α:Α9)Ρ{ΑΙΙΑοΓ ΑΑ)Ρ(ΑΡΙΔοΟΩ ΑΓ Αι) 
4δ ὃ 2 1 
Χο Χ-- Χ---. 
51 ο 4  4δ 
Άρα, η πιθανότητα να έρῦει χαρέ είναι ίση µε 
4δ ὃ 2 1 1 


ΘΡ(ΕΙ) ΞΌΧ ΧιΧ-ςΧχ-ςς 
9]. 9ο 4 45 4165 
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2. Για να υπολογίσουμε την πιθανότητα φουλ, ὃα υπολογίσουμε πρώτα την πιδανό- 
τητα του ενδεχόµενου ἢὸ να σηκώσουμε φύλλα από ακριβώς δύο «αξίες» (δηλαδή 
νούμερα). Παρατηρήστε ότι έχουµε φύλλα µε αχριβώς δύο διαφορετικές αξίες αν 
χαι µόνο αν έχουµε χαρέ ή φουλ, οπότε το ενδεχόµενο [ο µπορεί να εκφραστεί 
ὡς Ρο - ΑΙ) Β όπου Β--«έχουμε φουλ» χαι Α-- «έχουμε χαρέ», µε Α, ξένα. 
Την πιδανότητα του Α την υπολογίσαµε ήδη, άρα για να βρούµε την ζητούµενη 
πιδανότητα Ρ(8) -- Ρ(59) -- Ρ(4Α), αρχεί να υπολογίσουμε Ρ(8Ρ.9). 

Για αυτό το σκοπό Όα εχφράσουµε το 2 ὡς την ένωση των ξένων ενδεχοµένων 


[ο -- Βοοί) ολ) Βοιἱ) ορ, 


όπου το Βοι είναι το υποσύνολο του ἢὸ όπου η δεύτερη απ΄ τις δύο αξίες της δάδας 
εμφανίζεται για πρὠτη φορά στο φύλλο {. Παρατηρήστε πως: 
45 6 5 4 9 45 5 4 


η η πο μπητ, 
ην ο κα ασ πο -ᾱ 
50 19” 48 ο 1ο 1ς 


Άρα τελικά, η ζητούµενη πιθανότητα ΓΡ(8) ισούται µε 


ο ο ο ο πας ου 00014. 


/ / { / / / / / /. 
3. Ἔιστω ότι εχουμε τραβήξει το πρωτο χαρτι. Η πιδανότητα το δεύτερο γα εἰναι του 


/ / /. α-, / ὰ / / 
ίδιου χρωμµατος ειναι γιατι εχουν μεινει 5] φύλλα προς επιλογή, εκ των οποιων 


512 
12 εἶναι του ιδίου χρώματος. Με δεδομένο ότι το δεύτερο φύλλο έχει το ίδιο χρώμα 
µε το πρώτο, το τρίτο φύλλο ὃα είναι επίσης του ίδιου χρώματος µε πιδανότητα -- 
χ.Ο.Χ. 


Πιο συστηματικά, ορίζοντας τα ενδεχόμενα 
Ζι-- «1ο 1{ φύλλο έχει ἴδιο χρώμα µε το πρὠτο», ᾖἵ--2,9,4.5, 
έχουμε 
Ρ{«χρώμα)) Ξ Ρ(ΖοΠ7ὔ4ΠΏ7ὔιΠ ζ5) 
- Ρ(29)Ρ(Ζ1Ζ9)Ρ(Ζ17ΖοΠ 74) Ρ(Ζ5/ΖοΏ Ζει ζ) 
ο σα 90 


πω ος νι 
1 δ0Χ 191 τοσο 


Παρατήρηση: Συγχρίνοντας αυτό το παράδειγµα µε το Παράδειγμα 2.18. µπορείτε να 
διαπιστώσετε ότι όταν ένα πρόβλημα λύνεται µε χρήση συνδυαστικής ή χρήση δεσµευµέ- 
νης πιθανότητας, συχνά η µια μέθοδος είναι απλούστερη χαι/ή περιλαμβάνει λιγότερες 
πράξεις από την άλλη. 
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3.2 Ιδιότητες Δεσμευμένης Πιδανότητας 


Η δεσµευμένη πιθανότητα Ρ(Α|8) εκφράζει ουσιαστικά την πιθανότητα του «Α στον 
καινούργιο δειγµατικό χώρο ΑΒ. Ἆρα, αναμένουμε να είναι µέτρο πιδανότητας. Πράγματι, 
ισχύει το αχόλουδὺο: 


Λήμμα 9.2. (Η δεσμευµένη πιθανότητα είναι πιθανότητα) Έστω δειµατικός χώρος 
µε µέτρο πιθανότητας ΡΕ, και έστω ενδεχόμενο Β µε Ρ(8) Ξ 0. Η συνάρτηση Φ(Α) η 
οποία ορίζεται ως Ο(Α) -- Ρ{Α|Β) για κάθε ενδεχόμενο Α είναι ένα µέτρο πιθανότητας 


στον δευ/µατικό χώρο Ω, δηλαδή ικανοποιεί τις συνδήκες: 
1. Ρ(Α|8) Ξ 0 για κάθε ενδεχόμενο Α. 
ο) η. 


ὃ, Αν τα Αι, τξ 1,2,... είναι ξένα ενδεχόμενα, τότε 


Ρ [0 Αι ») - ν Ρ(Α/ΙΒ) 


Απόδειξη. 1. Ὦξ ορισμού Ρ({ΑΙΒ) - πρ. Από το πρώτο αξίωμα των πιθανοτήτων 
(ΑΠΡ) » 0. 


έχουµε Ρ(ίΑΩ Β) 30, και εξ υποθέσεως Ρ{8) 3 0, συνεπώς η 


Ρ(ΩΒ) 28) 


ο ο ο να ο κα το 


ὃ. Έστω Α. Ο, ξένα ενδεχόμενα. 


Ρ(Αὐ0Ο)98Β) Ρ(ΑΒ)υ(ση Β)) 
ΙΡ) . ΙΡ) 


Ρ(ΑΓ Β) -ε Ρ(6 η 8) 
πο πρ στ στ Ρ(ΑΙ8) - Ρ(6/Μ). 


Ρ(ΑΟ1Β)Ξ 


Π δεύτερη ισότητα προέχυφε από την επιµεριστική ιδιότητα. Η τρίτη ισότητα προέ- 
χυψε από το ότιτα ΑΓ Β χαι (ΠΜ είναι ξένα, ως υποσύνολα ξένων ενδεχόμενων. 
Η ιδιότητα µπορεί εὔχολα να γενικευτεί για την περίπτωση αριῤμήσιμα άπειρων 
ξένων ενδεχόμενων. 
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Λήμμα 9.9. (Ιδιότητες δεσμευμένης πιδανότητας) Έστω Ώ ένας δεη)ματικός χώρος 
και Γ ένα µέτρο πιθανότητας. Στα ακόλουδα, Α. Β,( είναι ενδεχόμενα του Ώ. Έστω 


επίσης ενδεχόμενο Ι) µε Ρ{Ι)) Ξ 0. Ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες: 


1. Ρ(ΑΊΡ)ῇ --ι-- Ρ(Α/Ρ). 

αυ) Ἡ 

μι 

4 Ας Β-» Ρ(Α/Ρ) « Ρ(ΒΙΡ). 

δ. Ρ(ΑΠ ΒΊ0) -- Ρ(ΑΙ) -- ΡίΑΩΒΙ|Ρ). 

6 Ρ(Α0 ΒΙ) -- Ρ(Α/) -ε Ρ(8|) -- Ρ(ΑηΠ Β|). 

7 Ρ(Αυ ΒΙΡ) « Ρ(Α|Γ) -εΕ Ρ(Β|Ρ). 

δ Γι ΟΡΟ ΡΟ ΕΕ ταΡρ εμας όο), 
9. 


Ρ(ΑὐΒΟΡ)ΞΤΡ(ΑΙΡ)-ΕΡ(ΒΙ1)-ΕΡ(Ο))-- Ρ(ΑΠΕΒΙ|Γ)-- 
Ρ(ΑΩΟΠ))- Ρ(ΡΒΩΟΙΡ)-ΕΡ(ΑΩΡΩΟΙΡ). 


Απόδειξη. Όι άνω ιδιότητες έχουν αποδειχὺεί στο Λήμμα 1.4 για κάθε µέτρο πιδανότη- 
τας, άρα ὃα ισχύουν και για µέτρα πιθανότητας που προέρχονται από δέσμευση. 


Παράδειγµοι 9.Τ. (Επιπλέον ιδιότητες δεσµευµένης πιθανότητας) Έστω δύο οποια- 
δήποτε ενδεχόμενα Α. Β. Θα υπολογίσουμε την δεσμευμένη πιθανότητα Ρ(Α|8) αν 
ΑΩΗΓβ,αν Ας Β,καιαν Βς ΔΑ. 
Αν ΑΠΒΞ Ρ,τότετα Α χαι Β είναι αδύνατον να συμβούν µαζί, οπότε, διαισθητικά, 
δεδομένου ότι έχει συμβεί το Β είναι αδύνατον να συμβεί και το Α. Ἡράγματι, 
Ρ(ΑΩ Β) (0) 
Ρ({Α/Β) Ξ- ---τι-- Ξ- ------ςΞ 0 
ΡΕ 
Αν Ας Β, τὀτε: 
Ρ(ΑΩ Β) ΟΡ(Α) 
Ρ({Α/Β) Ξ- ----στι-- Ξ- ------ς. 
τρ 28) 
Αν 5 ς Α, τότε, δεδομένου ότι έχει συμβεί το ἢΒ σίγουρα Όα έχει συμβεί κάποιο 
από τα αποτελέσµατα που ανήχουν χαι στο Α. Πράγματι, 
Ρ(ΑΩ 5) Ρ(8) 


Γρ Β) ] 
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Παράδειγμα 9.8. Θα δείξουµε ότι 
Ρ(ΑὐΒΟ)-ι- Ρ(Α1Ρ ᾳΟ)Ρ(ΡΊΟ)Ρ(Ο). 
Πράγματι, 
Ρ(ΑΟΡΒΟΟ) -1-Ρ(ΑὐΡΒωόΟ))-1- Ρ(Α ΠΒ ΩΟ3, 
χαι παρατηρώντας ότι 
Ρ(Α ΩΒΡΩΟ)ΞΡ(ΑΊΡΠΟ)Ρ(ΡΊΟ)Ρ(6Ο), 
προχύπτει τελικά ότι 


Ρ(ΑυΒυο)--ι- Ρ(Α/8ΩΟ1Ρ(ΒΊΟ)Ρ(Ο). 
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3.ὀ ο Κανόνας του ΒΏαγοξ 


Σε πολλά επιστημονικά αλλά χαι καθημερινά προβλήματα, συχνά προχύπτει το εξής ερώ- 
τηµα: Αν γνωρίζουμε την τιµή µιας δεσμευμένης πιθανότητας Ρ({ΑΙΒ), πως μπορούμε 
να υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(8|Α) όπου οι ρόλοι των ενδεχοµένων Α και β 
έχουν αντιστραφεί; Ο) χανόνας του ΒαγοΡ αποτελεί το βασικό εργαλείο για την επίλυση 
τέτοιου είδους προβλημάτων. Μια από τις σημαντικότερες χαι πιο συνηδισµένες τέτοιες 
περιπτώσεις αφορούν προβλήµατα που σχετίζονται µε τεστ διαγνωστικών εξετάσεων. 
Εκεί, κατά χανόνα γνωρίζουμε την στατιστική συμπεριφορά του τεστ χάτω από ελεγ- 
χόµενες συνθήκες, π.χ., ξέρουμε την πιθανότητα ένα τεστ εγχυμοσύνης να έχει θετικό 
αποτέλεσµα δεδομένου ότι η εξεταζόµενη είναι έγκυος. Αλλά για εχείνη που Χάνει το 
τεστ το σηµαντιχό ερώτημα είναι «δεδομένου ότι το τεστ είναι Ῥετικό, πόσο πιθανό είναι 
να είµαι έγκυος»; Επιπλέον, ο χανόνας του Ώαγεβ αποτελεί την αφετηρία µιας πολύ ση- 
μαντικής επιστημονικής περιοχής, της Στατιστικής κατά Βα9ε8, η οποία είναι εξαιρετικά 
ενεργή ερευνητικά χαι τα τελευταία 20 περίπου χρόνια έχει βρει εφαρμογές σε χεντρικά 
Ὀέματα της σύγχρονης πληροφορικής. 


Παράδειγμα 9.9. Έστω πως, σε έναν πληθυσμό 10 εκατομμυρίων ανθρώπων, 20.000 
άτοµα είναι φορείς του ιού ΗΙΝ. Ηπιλέγεται ένα άτοµο τυχαία χαι του γίνεται µια εξέταση 
για ΗΙΝ, η οποία έχει ποσοστό σφάλματος 550, δηλαδή, 


ΓΡ[{«αποτέλεσμα εξέτασης Ὀετικό» | «όχι φορέας του ΗΙΝ») - 0.08, 
ΓΡ({«αποτέλεσμα εξέτασης αρνητικό» | «φορέας του ΗΙΝ») - 0.05. 


ΗΠ σηµαντική ερώτηση εδώ για τον εξεταζόµενο είναι: Αν το αποτέλεσµα τῆς εξέτασης 
είναι θετικό (δηλαδή υποστηρίζει πως ο εξεταζόµενος είναι φορέας του ιού), ποια είναι η 
πιδανότητα ο εξεταζόµενος να είναι πράγματι φορέας; Ίσως φαίνεται εχ πρὠτης όψεως 
«προφανές» πως η απάντηση είναι 9570, αλλά, όπως ὃα δούµε, η σωστή απάντηση είναι 
πολύ διαφορετική. 

Για να προσεγγίσουμε το πρόβλημα συστηματικά, ορίζουµε τα ενδεχόμενα 


Α - «αποτέλεσμα εξέτασης Ὀετικό», 
Η -- «ο εξεταζόµενος είναι φορέας του Η1ΙΥ», 
χαι χαταγράφουµε τα δεδοµένα του προβλήματος: 


(1) -- 2000. 2 
10000000. 1000 


Η ζητούµενη πιθανότητα είναι η Ρ(Η|Α). 


-0.002,. Ρ(ΑΙΗ/ -- Ρ(ΑΊΗ) -- 0:05. 


Ξεχινάμε υπολογίζοντας την πιδανότητα του ενδεχοµένου ΑΑ, δηλαδή του να βγει 
Ὀετικό το αποτέλεσµα της εξέτασης ενός τυχαία επιλεγμένου ατόμου. Εφράζοντας το 
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Α ως την ένωση δύο ξένων ενδεχοµένων, ΑΞ (ΑΗ) Ω (ΑΓ Η’), έχουµε 
Ρ(Α) Ξ Ρ(ΑΓ Η) -ΕΡ(ΑΩ Η1, 
χαι χρησιμοποιώντας τον πολλαπλασιαστιχό χανόνα, 


Ρ(Α) -- Ρ(ΑΙΗ)Ρ(Η) ε Ρ(ΑΙΗΡ(Η1 
Ξ (1-- Ρ(Α1Η))Ρ(Η) ΓΕ Ρ(ΑμΟα - Ρ(Η). 


Αντικαδιστώντας τις τιµές των πιθανοτήτων, 
Ρ(Α) Ξ (1 - 0.05) χο.002--0.05 Χ(1 --0.002) --0.0518. 


Τώρα είµαστε σε ὑέση να απαντήσουμε το βασικό µας ερώτηµα: δεδομένου ότι η εξέταση 
βγήκε Ῥετική, ποια η πιθανότητα να είναι φορέας του ΗΙΝ ο εξεταζόµενος; Με διπλή 
εφαρμογή του ορισμού της δεσμευμένης πιδανότητας βρίσκουμε: 
/ 
Ρ(ΗΙΑ) -- ΡίΑΠ Η) - Ρ(ΑΙΗ)Ρ(Η) - Π -- Ρ(Α’ΙΗ)ΙΡ(Η) 
Ρ(Α) Ρ(Α) Ρ(4) 
(1 -- 0.05) κ 0.002 


-- ποσο .- 0.056ή -- 9.167.. 


Βλέπουμε, λοιπόν, πως η πιθανότητα ο εξεταζόµενος να είναι φορέας του ΗΙΝ δεδομένου 
πως το αποτέλεσµα της εξέτασης εἶναι θετικό, είναι σηµαντικά μικρότερη απὀ την πρώτη 


| 


µας «διαισθητική» απάντηση που ήταν βασισμένη στο σκεπτικό ότι κατά 9570 η εξέταση 
δίνει το σωστό αποτέλεσµα! ἩΗ διαφορά αυτή προχύώπτει από το ότι αρχικά δεν λάβαμε 
υπ΄ όψιν µας πως ο εξεταζόµενος επιλέχῦηχε τυχαία από έναν πληθυσμό στον οποίο 
πολύ σπάνια συναντάµε έναν φορέα του ΗΙΝ. Η αρχική πιθανότητα (2 στους χίλιους) 
να είναι φορέας φυσικά αυξάνεται (στο 9.670) λόγω του θετικού αποτελέσματος της 
εξέτασης, αλλά δεν φτάνει ως το 9570 όπως αρχικά φανταζόµασταν. 


Ορισµός 9.2. (Διαμερίσεις) Όταν ένα σύνολο ενδεχόµενων Βι, βο,..., 3Ν είναι 
ζένα μµεταζύ τους και ἐπιπλέον πως Β] -- Ω), τότε καλούνται διαµέριση του «). 


Λήμμα 9.4. (Κανόνας Ολικής Πιθανότητας) [ια οποιαδήποτε ενδεχόµενα «Α, Β, όπου 
Ρ{Β) Ξ 0 και Ρ(8’) Ξ 0, ισχύει ότι 


Ρ(Α) -- Ρ(ΑΙΒ)Ρ(Β) -- Ρ(ΑΙΡΆΡ(Ρ}. 


Γενικότερα, αν τα ενδεχόμενα Βι, βο,..., ΒΝ αποτελούν διαµέριση, µε Ρ({8ι) 0 για 


κ ἂν ώ 
όλα τα 1, τότε: 


Ρ(Α) -- Ρ(ΑΡΙ)Ρ(8ι) Γ Ε(41Β2)Ε(Β2) ττ.ΕΡ(ΑΡνΝ)Ε(Ών). 
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Απόδειξη. Παρατηρούμε πως 


Ι 


Ρ({Α) Ρ(ΑΩΩ)Ξ ο. (511) Βοι)--) Ρν)) 
Ρ(ΑΒΙΙ) ΛΒΟΙ) ο ΑΒν) 
Ρ(ΑΒ ο Ρ(ΑΒ) 4 ο ας ο) 

( 


Ξ Ρ(Α/Βι)Ρ(8ι) -Ρ(Α/ΡΒΟ)Ρ(89) .  ΕΡ(ΑΡν)Ρ(Βν). 


Ι 


Ι 


Στην τρίτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε την επιµεριστική ιδιότητα. Στην τέταρτη χρησιµο- 


ποιήσαµε το ότι έχουµε ένωση ξένων ενδεχόμενων. 


Παράδειγμοι 3.10. Το 2070 των Ελληνίδων είναι µελαχρινές, ενώ το 60570 των 
Ελλήνων είναι µελαχρινοί. Αν επιλέξουμε ένα άτοµο στην τύχη από το γενικό πλη- 
ο. τος είναι η πιδανότητα να είναι µελαχρινό; Διαισθητικά, η απάντηση εἶναι 
σχ2θύ--5κχκ ους -- 1ο. Αυστηρά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τον νόµο της 
οδός ο δανόμι τας Ἔνστω ΛΜ το ενδεχόμενο ένα τυχαία επιλεγμένο άτοµο να είναι 
µελαχρινό, χαι Α το ενδεχόμενο να είναι άντρας. Μας έχει δοῦεί ότι Ρ(ΜΙΑ) -- 0.6, 
Ρ(ΜΙΑ’) -- 0.2. Αφού ο πληθυσμός είναι γενικός, υποθέτουμε πως Ρ(4Α) -- 0.5. 
Έχουμε: 


Ρ(Μ] -- Ρ(ΜΙΑ)Ρ(Α) -- Ρ(ΜΙΑΡ(Α) - 060. -0.2Χ 0.6 --0.4. 


Αν η επιλογή του ατόμου ήταν από ένα στρατόπεδο µε 9070 ανδρικό πληθυσμό, και όχι 
από το γενικό πληθυσμό, τότε Ρ(4Α) -- 0.9 χαι ο άνω υπολογισμός γίνεται 


Ρ(Μ) -- Ρ(ΜΙΑ)Ρ(Α) -- Ρ(ΜΙΑ3Ρ(Α) Ξ06χ0.9-0.2Χχ0.Ι -0.56. 
Λήμμοι 9.6. (Κανόνας Βαγοβ) [ια οποιαδήποτε ενδεχόµενα Α.Β µε Ρ({Α) Ξ 0, 
Ρ({8) 250, Ρ({Η8’) Ξ 0 έχουµε: 


ο Ρ(ΑΙΒ)Ρ(Β) Ρ(ΑΙ8Β)Ρ(8) 
πα ο ΡΑΠΕΡΙΡ) ΣΡ(ΑΙΡΡΙΡ)᾽ 


Γενικότερα, αν τα ενδεχόµενα Βι, Βο,.... ΒΝ είναι διαµέριση, και Ρ{1Η1) 3 0 για κάθε 
ἵΞ 1,2... Ν, και επιπλέον για το ενδεχόμενο Α έχουµε Ρ({Α) Ξ 0, τότε: 
Ρ(ΑΗ)Ρ{ΗΙ 


. Ρ(ΑΙΒΙ)Ρ(Βι) 
ο Ρ(ΑΗΡΙ)Ρ(Σ1) -Ε Ρ(ΑΙΒΟ)Ρ(Η)) Ε -- Ε Ρ(Α/Ρν)Ρ(Βν)᾽ 


Απόδειξη. Προφανής, χρησιμοποιώντας τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας χαι 
τον κανόνα της ολιχής πιθανότητας. 
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Παράδειγμα ὃ.11. Σε κάποιο πληθυσμό, 270 των ανθρώπων πάσχει από µια ασθέ- 
γεια. Ίννας τυχαία επιλεγµένος άνΌρωπος χάνει ένα διαγνωστικό τεστ για αυτή την 
ασθένεια, όπου οι πιθανότητες σφάλματος του τεστ είναι: 
Ρ{«αρνητικό τεστ»|«ασθενής») ο ος 
Ρ(«Ὀετικό τεστ»| «όχι ασθενής») -- 50ᾳ. 
Δεδομένου ότι το τεστ είναι αρνητικό, ποια η πιδανότητα παρόλα αυτά να έχει την 
ασθένεια; 
Ορίζουµε τα ενδεχόμενα 
Τ 
ὰ 
Α - «ασθενής», 


«Ὀετικό τεστ», 


οπότε τα δεδοµένα του προβλήματος είναι 
Ρ(Α) --0.02, Ρ(1’ΙΑ) --0.005, Ρ(ΤΙΑ’) -- 0.08, 
χαι η ζητούµενη πιθανότητα είναι η Ρ(Α/1”). Από τον κανόνα του Βαγες έχουµε 
Γ(1ΙΑ)Ε(Α) 
Ρ(Τ’Α)Ρ(Α) -- Ρ(Τ’Α3Ρ(Α43) 
- Γ(ΤΙΑ)Ε(4) 
ΗΕ ΚΙΑ)Ρ( ΑΕΙ ΡΣΑΛΙΗ-- Ρ(Α)] 
- 0.005 κ 0.02 αι. 
0.005 χ0.02-0.95 χ 0.95 
Παράδειγμα 9.12. Αναχκοινώνεται από την εταιρία ΤΏε]! ότι από τα ΡΟ’ ενός συγχε- 


Ρ(ΑΙΤ) -- 


/ / / / 
χριµένου μοντέλου που χυχλοφορούν στην αγορά: 
1. Το 2570 είναι ελαττωµατικά, 


2. το 2570 δεν είναι ελαττωμµατικά, αλλά έχουν σηµαντικό ρίσκο να παρουσιάσουν 
ελάττωμα, 
9. χαι το 0020 δεν έχουν κανένα από τα άνω δύο προβλήματα. 


Διανέμεται από την εταιρία ένα πρόγραµµα διάγνωσης των προβλημάτων, το οποίο 


είναι 9970 ακριβές, δηλαδή 
μια (βώΞ ΡΦΙΕΙΞ ΡΑΣ. 


όπου τα ενδεχόμενα 1. ΕΕ, Ι, ορίζονται ως 


Ἰ. -- «Ὀετικό αποτέλεσµα διαγνωστιχκού τεστ», 
Ε) Ξ-- «ελαττωματικό ΡΟ», 
[ - «ΡΟ µε ρίσχο ελαττώµατος». 
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Κάνουμε στο ΡΟ µας αυτό το διαγνωστικό τεστ χαι βγαίνει αρνητικό. Ποια η πιβα- 
γότητα ο υπολογιστής µας πράγματι να µην έχει Χανένα από τα δύο προβλήµατα; 
Εδώ ο κανόνας του ὮαγοῬ µας δίνει 


Ρ(ΤΊ(Μω Ε)Ρ((5 ω Ε))) 


ΡΦυΙτ) πηβοπΠΡΠΡΟ πῃς ΡπΠΕΡΕ)ΤΡΤΤΡΡΠΡ 


όπου παρατηρούμε ότι τα Ε;, Π,(Ε [)΄ αποτελούν διαµέριση. Αντικαθιστώντας όπως 
χαι στο προηγούμενο παράδειγµα τις τιµές από τα δεδοµένα του προβλήματος υπολογί- 
ζουμε 
0.90 χ 0.5 
ο Ο Ω Ἱ------- “ου 
ί )) 09οχο0.5-0.0ΙΧχ0.25--0.01Χχ0.25 

Άρα, σε κάποιες (πολύ ειδικές) περιπτώσεις, µπορεί να έχουµε, για δύο ενδεχόμενα Α, 
Β, ότι Ρ(Α|Β) -- Ρ({8|Α), όπως εδώ έχουµε Ρ((Ρω Β) ΙΤ Ξ Ρ(ΤΊ(Ρω Ε)’. 


Παράδειγμοι 9.19. (Τεστ πολλαπλών απαντήσεων) Ένας μαθητής απαντά µια ερώ- 
τηση πολλαπλών απαντήσεων, µε Ν δυνατές απαντήσεις. Αν ο µαδητής δεν ξέρει την 
απάντηση, επιλέγει µια από τις δυνατές απαντήσεις στην τύχη, χωρίς κάποια προτίμηση. 
Αν η πιθανότητα να ξέρει την απάντηση είναι ῥ, ποια είναι η δεσμευμένη πιθανότητα να 
ἥξερε την απάντηση δεδομένου ότι απάντησε σωστά; 

Λύση: Ορίζουµε τα ενδεχόμενα Α να απάντησε σωστά, χαι(” ο µαδητής να γνώριζε 
την απάντηση, οπότε η ζητούµενη πιθανότητα είναι η Ρ(6Α). Έχουμε, από τον χανόνα 


του Ῥαγος: 
. ΓΡαιώ ΡΟ) 
ο. Ρ(ΑΙΟ)Ρ(Ο) -- Ρ(ΑΙΟ)Ρ(Ο) 
1χρ ΝΡ 


ΙΧΡΕΥΧ(-9) ΑΝ Όρεὶ 


Στα άνω, Χάναμε την υπόδεση ότι αν ο μαθητής ξέρει την απάντηση, απαντά πάντα 
σωστά. 
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9.4 Ανεξαρτησία 


Ορισμός 9.9. (Ανεξάρτητα ενδεχόμενα) Δύο ενδεχόµενα Α. Β είναι ανεξάρτητα αν 
Ρ(ΑΡ) Ξ- Ρ(Α)Ρ(ΡΒ). 
δε διαφορετική περίπτωση, καλούνται εζαρτηµένα. 
Παρατηρήσεις 
1. Αν έχουµε Ρ(4Α) Σ 0, τότε 


Ρ({ΑΒ)- Ρ(Α)Ρ(Β) 5 Ρ(Β)- η Ξ- Ρ(ΒΙΑ). 
2. Αντιστοίχως, αν Ρ(8) Ζ 0, τότε 
Ρ{ΑΒ)- Ρ(Α)Ρ(Β) 5 Ρ(Α) - ης Ξ- Ρ(Α|Β). 


8. Αν έχουµε Ρ({Α) Ξ0, τότε 
ΑΒς Α-» Ρ(ΑΒ) « Ρ(Α) --0-» Ρ(ΑΒ) --θ, 
Χαι επομένως τα Α, Β είναι ανεξάρτητα, αφού Ρ(Α8Β) - Ρ(ίΑ)Ρ(8Β) -0. 
4. Αν έχουµε Ρ(8) -- 0, οµοίως τα Α. Β είναι ανεξάρτητα. 


Στις πρώτες δύο περιπτώσεις, που εἶναι οι πιο συνηδισµένες (αφού σπανίως µας ενδια- 
φέρουν ενδεχόμενα µε πιθανότητα 0), δύο ενδεχόμενα είναι ανεξάρτητα αν, χαι µόνο αν, 
γνωρίζοντας αν συνέβη το ένα, δεν αλλάζει η πιδανότητα να συμβεί το άλλο. 


Παράδειγμοι 5.14. (Γίφεις ζαριού) Ῥίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. Υποθέτουμε ότι 


όλα τα αποτελέσµατα είναι ισοπίδανα. Έστω τα αχόλουῦα ενδεχόμενα: 
1. ΑΞ «Το άῦροισμα είναι ζυγό», 
2. Ε -- «Το ἀῦροισμα είναι μονό», 
ὃ. 6 -- «Το ἀῦροισμα είναι ίσο µε τ», 
4. Ι) -- «Φέραμε δύο φορές το ίδιο», 


ὅ. Ε; -- «Η πρώτη ζαριά ἠρῦε ϐ», 
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6. Ε΄ -- «Η πρώτη ζαριά ήρῦε 1», 

τ. ᾱ -- «Το άῦροισμα είναι ίσο µε ϐ». 

Ηίναι ή όχι τα πιο κάτω ζεύγη ενδεχόμενων ανεξάρτητα; 
1. Α. Β. 

2. ,, Β. 

ὃ. 1), Ε.. 

4. 6, Σ.. 

ο αν 


Ο χώρος πιθανότητας {ὸ αποτελείται από 36 αποτελέσµατα, χαι συγκεχριµένα από τις 
διατεταγµένες δυάδες τῆς µορφής ({, 1), όπου ἱ, 1 1,...,6. Εξ υποθέσεως, όλα τα α- 
ποτελέσματα έχουν την ἴδια πιθανότητα, προφανώς 1/96. Συνεπώς, μπορούμε να υπολο- 
γίσουµε την πιδανότητα οποιουδήποτε ενδεχόµενου, αρχεί να μετρήσουμε τον αριῤµό των 
αποτελεσμάτων από τα οποία αποτελείται. Για παράδειγµα, Ρ(4Α) -- Ρ(Β) -ἕ--ι 


οκ. 
αφού υπάρχουν 18 µονά χαι 18 ζυγά αποτελέσµατα. Ἠπιπλέον: 


Ρο - Ρα,0, 0.5. 5.9,4.3, 5,9) -αο-δ 
Ρ2) -- Μ(19.52 69,6 0,6, ο.) ασ ᾗ 


5 
Ρ(6) -- πα ὅ), (2, 4), (9, 9), (4, 2), (5, 11) - Ὢρ] 
ενώ προφανώς Ρ({Ε) - Ρ(Η) -- 1/6. 
Για να αποφανὺούμε για την ανεξαρτησία των ζητούµενων ζευγαριών, χρειαζόμαστε 
την πιθανότητα τῆς τοµής τους. Εώχολα, προχύπτει, αν μετρήσουμε τα αποτελέσµατα 
που ανήχουν σε χάὺε τομή, ότι: 


Ρ(ΑΓ Β) -- Ρ(0) --ο, 
Ρ(σΩΒ) - ΡΟ 5, 
Ρ(ΡΩ Ε) -- Ρ((6 ϐ) τας. 
ιο μμ 1ξ Ρ({1.0) Ξ ας, 
1 


Ρ(ασΕ) -- Ρ({15)) -- ---, 
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Έστσι, συγχρίνοντας την πιδανότητα της τομής µε το γινόμενο των επί µέρους πιδανο- 
/ / ά / / Φ. ια / ο 
τήτων σε χάδε περίπτωση, εύχολα προχύπτει ότι τα δύο ζεύγη 1) χαι Ε, Ο και Ε' είναι 
ς ΄. ϕ / ᾖ ϕ ος / .ὅ 
ανεξάρτητα, ενώ τα άλλα όχι. Συµβαδίζουν τα αποτελέσµατα αυτά µε την διαίσθησή 
σας; 


Παράδειγμοι 3.15. (Ανεξαρτησία συμπληρωμάτων) Αν τα Α χαι Β είναι ανεξάρτητα 
ενδεχόμενα, τότε τα ζεύγη Α χαι Β’, Α’ και Β, και Α΄ χαι Β’ είναι επίσης ανεξάρτητα. 
Πράγματι: 


1. Το ότι τα Α χαι Β είναι ανεξάρτητα σηµαίνει πως Ρ(ίΑΠ Β) - Ρ(Α)Ρ(1). Από 


την ανεξαρτησία έχουµε 


ΡΩΑΡΑ) Ξ Ρα -Ρ2) 


Ἠπίσης 
Ρ(Α)- Ρ(ΑΩ Β)-Ε Ρ(Α4 η Β) 


χαι συνδυάζοντας τις πιο πάνω σχέσεις έχουµε 
Ρ(ΑΩ Β’) -- Ρ(Α)Ρ(Β, 
συνεπώς τα Α χαι [3’ είναι ανεξάρτητα. 
2, Η ανεξαρτησία των Α΄ χαι Β προχύπτει όµοια µε το προηγούμενο σχέλος. 


9. Αφού τα Α χαι Β είναι ανεξάρτητα, ὃα είναι και τα «Α΄ και Β, απὀ το δεύτερο 
/ / / / / / / / 
σκέλος. Ἠφαρμόζοντας τώρα το πρώτο σχέλος για τα Α΄ χαι Β, προχύπτει ότι ὃα 
είναι ανεξάρτητα και τα «Α΄ και Β’. 


Όλα τα αποτελέσµατα έχουν διαισθητική εξήγηση. Για παράδειγµα, σχετιχά µε το πρώτο 
αποτέλεσµα, αν τα Α, Ἠ είναι ανεξάρτητα, τότε αν µάδουμε ότι έγινε το Β δεν αλλάζει η 
πιθανότητα να έχει συμβεί το Α. Ἆρα, αν µάδουμε ότι έγινε το Β’, πάλι δεν θα αλλάξει 
η πιθανότητα του Α. 


Παράδειγμοι 3.16. (Δύο τμήματα) Έστω δύο διαφορετικά τµήµατα, εχ των οποίων 
το πρώτο αποτελείται από πι φοιτητές χαι Ίυι φοιτήτριες, ενώ το δεύτερο αποτελείται 
από 12 φοιτητές χαι 02 φοιτήτριες. Ἠπιλέγουμε ένα τµήµα στην τύχη, χωρίς κάποια 
προτίµηση, χαι εχ των υστέρων ένα άτομο από αυτό το τµήµα. Έστω Α το ενδεχόμενο 
να επιλέξουμε το πρώτο τµήµα, Χαι έστω ΜΜ το ενδεχόμενο να επιλέξουμε φοιτητή. Ποια 
είναι η σχέση που πρέπει να ικανοποιούν τα πι, Πιο, 01, 100 ὥστε να είναι ανεξάρτητα 


τα ενδεχόμενα Α και ΛΜ: 
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Εφόσον υποθέτουμε πως Ρ(4Α) -- Ρ(4Α’) -- 5, απὀ τον κανόνα ολικής πιδανότητας, 


1 ΤΙ 1 πιο 
Ρ(ίΜ) -- Ρ(ίΜΙΑ)Ρ(ίΑ Ρ(ΜΙΑ3Ρ(Α -- | Ι 
(14) -- Ρ(ΜΙΑ)Ρ(Α) 4 ΡΩΗΙΑΥΡ(Α) οκ ης Ἑσ κ πο τπτ 


Ηπιπλέον, από τον ορισμό της δεσµευμένης πιθανότητας, 


Ρ(Μ Ω Α) -- Ρ(Α)Ρ(ΜΙΑ) -- : κ τς 


Άρα, για να έχου ἔ ί δεχό Λ{ αν οᾶ ς ίται: 
ρα, Υ χουμε ανεξαρτησία των ενδεχόμενων χαι Α, εξ ορισμού απαιτείται: 


Ρ(ΜΩ Α) -- Ρ(ΜΓΡ(Α) 


1 πει 1 πει 1 πιο 1 
Χ τ- Χ | Χ . 
2 ᾖπιι--ωι 2 ᾖτιι--ωι 2 ΊΠο-Γ 109 2 


Τα ιο 
ο ο τοι στη 
1 1 Ίο -Ί- 109 
μη Τρ 
ο 
1 02 


Η απάντηση ήταν διαισθητικά αναμενόμενη: Όι αναλογίες φοιτητριών/ φοιτητών σε χάὺδε 
τµήµα πρέπει να είναι ἴδιες. 


Παράδειγμα 3.1Τ. Θα δείξουµε ότι αν το ενδεχόμενο «Α είναι ανεξάρτητο από τον 
εαυτό του, τότε αναγκαστικά ὃα έχουµε είτε Ρ(4Α) - 0 ή Ρ({4Α) - 1. Πράγματι, αν το 
Α είναι ανεξάρτητο από τον εαυτό του, τότε η πιδανότητά του ικανοποιεί την 


Ρ(Α) --Ρ(ΑΑ)-- Ρ(Α)Ρ(Α)- 24) 


2 


χαι οἱ µόνοι πραγματικοί αριθμοί ὤ τέτοιοι ώστε ἆ΄ -- απ είναι το ϐ και το 1. 


Παράδειγμοι 2.18. Αν Ρ(4Α) -- Ι, τότετο Α είναι ανεξάρτητο του Β για οποιοδήποτε 
ενδεχόμενο 5. Πράγματι, παρατηρήστε πως 


Ρ(Α)Ρ(Β) -- Ρ(Β) -- Ρ(ΒΑ ΒΑ3 -- Ρ(84Α) - Ρ(Β 41 -- Ρ(ΑΒ). 


Η τρίτη ισότητα προχύπτει επειδή τα ΑΒ, «Α’Β είναι ξένα, ενώ η τέταρτη επειδή το «ΑΡ 
είναι υποσύνολο του Α’ που έχει Ρ(4Α’) Ξ:0, άρα χαι Ρ({Α’Β) Ξ0. 


Ορισμός 9.4. (Ανεξαρτησία πολλών ενδεχόμενων) 
1. Ἱρία ενδεχόµενα καλούνται ανεξάρτητα αν είναι ανά δύο ανεζάρτητα, δηλαδή 
Μο Μπο ιό ο) αρ ΕΙΡ ΕΙ, 


και επιπλέον 


Ρ(ΑΒΟ) -- Ρ(Α)Ρ(Β)ΡΙ(Ο). 
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2. πι ενδεχόμενα Αι, Αὸ.......Απ καλούνται ανεξάρτητα αν η πιθανότητα της τοµής 
οποιωνδήποτε από αυτά ισούται µε το γινόμενο των αντίστοιχων πιθανοτήτων, δη- 
λαδή 

ο ως ο ο) ΞΞ ο ο ο ο) νο πα.) 


για κάθε υποσύνολο { Απ. Αππ)). «νι Απο} των τι ενδεχόµενων, όπου ἔ σι. 


Παράδειγμα 9.19. Μπορεί τρία ενδεχόµενα να είναι ανά δύο ανεξάρτητα, χωρίς 
όµως να είναι (από κοινού) ανεξάρτητα. Για παράδειγµα, έστω Ω Ξ- 41,2,5,4}, και 


έστω Ρ(1) -- Ρ(2) -- Ρ(3) -- Ρ(4) -- 1. Έστω επίσης τα ενδεχόμενα 
πο ας ο ο εα τα 


Παρατηρήστε πως 


Ρ(ΑΞ ΡΕΞ ΡΟ - 5 
Ρ(ΑΒΟ) -- Ρ(ΑΒ) -- Ρ(ΒΟ) -- Ρ(ΑΟ) -- 3 
Ρ(ΑΒ) --Ρ(Α)Ρ(Β). 
Ρ(4Ο) --Ρ(Α)Ρ(Ο). 
Ρ(50) - Ρ(Μ)Ρ(Ο, 
Ρ(ΑΗΟ) -- ; « - ο Ρ(Α)Ρ(Β)Ρ(Ο) 


Το αποτέλεσµα συμφωνεί µε τη διαἰσὺησή µας. Αν γνωρίζουμε ότι συνέβη το Β, δεν 
αλλάζουμε την πιθανότητα να συνέβη το Α. Αν όµως γνωρίζουμε ότι συνέβη χαι το Β 
χαι το (’, είναι βέβαιο ότι συνέβη χαι το Α. 


Παρατηρήσεις 


1. Σε περίπτωση που πρέπει να εξετάσουμε την ανεξαρτησία Ίι ενδεχόμενων, πρέπει 
{ ο) / / / / 
να ελέγξουμε 2” --τ-- 1 σχέσεις. Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί; 


2. Στα άνω παραδείγµατα, η ανεξαρτησία (ή όχι) δύο (ή περισσοτέρων) ενδεχόµενων 
ήταν το ζητούμενο. Συνηθέστερα όµως, είναι η αφετηρία για υπολογισμό της πι- 
Ὀανότητας χάποιων ενδεχόμενων. Δηλαδή, χρησιμοποιούμε την ανεξαρτησία για 
να χατασχευάσουµε το μέτρο πιδανότητας, όπως αχριθώς χρησιµοποιήσαµε την υ- 
πὀῦεση ότι όλα τα αποτελέσµατα είναι ισοπίθανα. Πρέπει βέβαια, η υπόῦεση της 
ανεξαρτησίας να συμβαδίζει µε την διαίσθησή µας. Δείτε τα επόµενα παραδείγματα. 


Παράδειγμα 9.20. Ἐϊστω ότι στρίβουµε 4 φορές ένα χέρµα, το οποίο έρχεται χορώνα 
µε πιδανότητα Ρ(Η) -- Ρχαι γράµµατα µε πιθανότητα ΕΤ) -- 1--Ρ. για κάποιο (γνωστό 
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σεµας) ρε (θ,1). Εδώ ο χώρος πιθανότητας Ω αποτελείται απότα 2Χ2Χ2Χ2--16 
δυνατά αποτελέσµατα (π.χ., ΗΤΗΗ ή ΤΤΗ Η, κλπ) των τεσσάρων ρίψεων. Αλλά αν 
το χέρµα δεν είναι δίκαιο (δηλαδή αν το σὲ 1/2) τα στοιχειώδη ενδεχόμενα δεν είναι 
ισοπίδανα οπότε δεν μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το Λήμμα 1.2. 

Απ’ την άλλη, λογικά μπορούμε να θεωρήσουμε ότι οι διαδοχικές ρίψεις είναι ανεξάρ- 
τητες μεταξύ τους. Δηλαδή, αν δύο ενδεχόμενα αφορούν δύο διαφορετικές ρίψεις, Όα 
είναι ανεξάρτητα. Ἆρα μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα ενός στοιχειώδους 
ενδεχοµένου, όπως π.χ. του{ΗΤΗΗ} ως εξής. Έστω Πι το ενδεχόμενο η πρώτη ρίψη 
να είναι κορώνα, 12 το ενδεχόμενο η δεύτερη ρίψη να είναι γράμματα, χ.ο.κ. Έχουμε: 

Ρ(ΗΤΗ Π) -- Ρ(Ηι Ωω Ίο Ω Πα Ωω Ηι) τα Ρ(Η1) Χ Ρ(129) Χ Ρ(Η3) Χ Ρ(Η/) 

Ξ ΡΧ(1- ϱ)ΧΡΧΡΞ(Ι -- ϱ)ρὶ, 
όπου στη δεύτερη ισότητα θεωρούμε ότι τα τέσσερα πιο πάνω ενδεχόμενα είναι ανεξάρ- 
τητα. 

ἨΥπενδυμίζουμε ότι για να υπολογίσουμε την πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχοµένου 
της µορφής ΑΞξ- {ωι,ώο,...ὠμ}, αρχεί να γνωρίζουμε την πιθανότητα των στοιχειωδών 
ενδεχοµένων {ω]}, οπότε: 


ΡΕΛ)Ξ Ρώ ΡΟ) ως Βω). 


Συνδυάζοντας αυτή την παρατήρηση µε το γεγονός ότι στο παράδειγµά µας η ανεξαρ- 
τησία µας επιτρέπει να υπολογίσουμε την πιθανότητα για χάὺδε στοιχειώδες ενδεχόμενο, 
καταλήγουμε στο ότι μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα οποιουδήποτε ενδεχο- 
µένου µε χρήση της ανεξαρτησίας. Για παράδειγµα, αν ΑΑ --«τέσσερις φορές το ίδιο 
αποτέλεσµα», τότε έχουµε: 


Ρ(Α) - Ρ{ΠΗΠΒΗΗ,ΤΤΤΤ)) -- Ρ/{ΗΒΗΗ}Ο(ΤΤΤΤΙ) 
- Ρ(ΠΗΗΗ) -- Ρ(ΤΤΤΤΙ -- μὲ -- (1 --ϱ)". 


Παράδειγμα 3.21. Ἔιστω ότι υπάρχουν τρεις συνδέσεις σε ένα δίκτυο, χαι η κάθε 
µία ενεργοποιείται, ανεξάρτητα από τις άλλες δύο, µε πιθανότητα 1/4. Εξετάζουµε 
το ποιες συνδέσεις είναι ενεργές µια δεδομένη στιγµή, οπότε ο χώρος πιδανότητας «) 
αποτελείται από τα 8 στοιχεία που περιγράφουν τις αντίστοιχες 8 δυνατές καταστάσεις. 
Για παράδειγµα, το στοιχείο Ε.Ε’ Α του ζ περιγράφει την κατάσταση όπου οι δύο πρώτες 
συνδέσεις εἶναι ενεργές χαι η τρίτη ανενεργή. 

[]οια είναι η πιθανότητα του ενδεχοµένου ΑΒ --«αχριῤώς µια σύνδεση είναι ενεργή»: 
Εφόσον τα στοιχειώδη ενδεχόμενα εδώ δεν είναι ισοπίδανα, Όα ακολουθήσουμε την ἴδια 
λογική όπως χαι στο προηγούμενο παράδειγµα: 


Ρ(8Β) - Ρ(4{ΕΑΑ,ΑΕΑ,ΑΑΕ) - Ρ4ΕΑΑ}Ο{ΑΕΑΣΟ{ΑΑΕ}) 
- Ρ(ίΕΑΑ) -- Ρ(ίΑΕΑ) -- Ρ(ΑΑΕ). 
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Ἠφόσον η κάθε σύνδεση είναι ενεργή {µε πιθανότητα 1/4) ή ανενεργή (µε πιθανότη- 
τα 3/4) ανεξάρτητα από τις άλλες, έχουµε 
ια. ὃ ὃ ὃ 1 . ο ος, ο 


Παρατήρηση: Μερικές φορές χαλούμαστε να αποδείξουµε, ἡ υποθέτουμε πως ισχύει, 
η ανεξαρτησία δύο ενδεχόµενων όταν είναι δεσµευµένα προς ένα τρίτο. Δηλαδή, έχουµε 
ως δεδομένο, ή ζητούμενο, την αχόλουῦδη σχέση: 


Ρ(ΑΩ ΒΙΟ) Ξ Ρ(ΑΙΟ)Ρ(ΒΙὠ. 
Δείτε τα αχόλουδα παραδείγματα. 


Παράδειγμοι 3.22. (Μεσογειακή αναιμία) Σε κάποιο πληὺδυσμό, το δ70 των ατόµων 
έχει το στίγµα της µεσογειαχής αναιµίας. Ἐϊστω ότι ένα τυχαία επιλεγμένο άτοµο Χάνει 
µια εξέταση για να διαπιστώσει αν έχει το στίγµα ή όχι. Η εξέταση δεν είναι απόλυτα 
ακριβής, χαι η πιθανότητα το αποτέλεσµα να βγει θετικό ενώ δεν υπάρχει στίγµα εἶναι 
1070. Επιπλέον, η πιθανότητα να βγει το αποτέλεσµα αρνητικό ενώ υπάρχει στίγµα είναι 
120. Ποιά η πιθανότητα να έχει στίγµα χάποιος που: 


1. Κάνει την εξέταση χαι προχύπτει Ὀετικό αποτέλεσµα; 


2. Κάνει την εξέταση δύο ανεξάρτητες φορές, χαι προχύπτει Ὀετικό αποτέλεσµα την 
πρώτη φορά και αρνητικό αποτέλεσµα την δεύτερη φορά; 

Έχουμε, κατά περίπτωση: 

1. Ἔστω Α το ενδεχόμενο να βγει το αποτέλεσµα Ὀετικό, και να έχει το άτοµο το 
στίγμα. Δίνεται ότι Ρ(9) Ξ- 0.05, Ρ(Α/5’) Ξ 0.1 και Ρ(Α’:5) -- 0.01. Έχουμε 
επίσης Ρ(5’) -- 0.92 και Ρ(Α/9) -- 0.99. 

Από το νόµο του Βαγθς, η ζητούµενη πιθανότητα Ρ(9|4Α) είναι: 
Ρ(ΑΙ5)Ρ(5 0.99 χ 0.05 
ΡΙΦΙΑ) σπα ο ΡΙΣ « 


κι ες μα ιπωνωκος αα  οκώ ανωκὸ  οο 
(4Ι5)Ρ(4) -« Ρ(ΑΙ5ΊΡ(43  099χ008-01Χχ 0.92 


2. Έστω Αἱ το ενδεχόμενο να βγει το αποτέλεσµα Ὀετιχό στην πρώτη εξέταση, και Λο 
το ενδεχόμενο να βγει το αποτέλεσµα Ὀετικό στη δεύτερη εξέταση. Με εφαρµογή 
του νόµου του Βαγο5 χαι της υπόῦεσης της ανεξαρτησίας, έχουµε: 

Ρ(ΑιΩ ΑΟ) Ρ(9) 

Ρ(Αι Ω ΑΟΙΦ)Ρ(9) -- Ρ(Αι Ω ΑΟ} Ρ(5’) 

. Ρ(ΑΙΦ)Ρ(ΑΑ/)Ρ(5) 

σ Ῥ(ΙΡ)ΡΓΑΙΘ)Ρ(Θ) - Ρ(ΑΙΘΥΡΙΑΙΘΥΡΙΣΗ 

0.99 κ 0.01 χ 0.05 


-- -» 0.0095. 
0.99 Χχ0.01Χχ0.05--0..1Χχ0.9Χ0.92 


Ρ(6/ΔιΩ Α0) -- 
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Παρατηρήστε ότι στη δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το ότι τα αποτελέσµατα 
της εξέτασης είναι ανεξάρτητα, δεδομένου ότι το επιλεγμένο άτοµο έχει (ή δεν 
έχει) στίγµα. 


Παράδειγµοι 3.25. (Δύο ζάρια) Έστω ότι έχουµε τρία ζάρια, όπου το πρώτο είναι 
δίκαιο, το δεύτερο δεν έρχεται ποτέ 6, χαι το τρίτο έχει Ρ(6) -- 2/5. Επιλέγουμε ένα 
στην τὠχη, χωρίς κάποια προτίμηση, το ρίχνουμε δύο φορές χαι φέρνουμε 66. Ί]οια η 
πιδανότητα να επιλέξαμε το δίκαιο ζάρι; 

Ορίζουµε τα ενδεχόμενα Ε’ Αο., Α3 ως «επιλέξαμε το δίκαιο ζάρι», «επιλέξαμε το δεύ- 
τερο ζάρι» χαι «επιλέξαμε το τρίτο ζάρι», αντίστοιχα. Ἠπιπλέον ορίζουµε τα ενδεχόμενα 
ΕΗ --«το πρώτο ζάρι ήταν ϐ», Εὸ --«το δεύτερο ζάρι ήταν ϐ», ἔ -- Βι[ρς-«φέραµε 606». 
Από τον χανόνα του Β8γος, 


Ε(ΕΗΡΙ) 
Ρ(ΕΊΗ)Ρ(Ε)  Ρ(ΕΙΑ)Ρ(Α2) ε Ρ(Ρ1Α9)ΕΡ(Α9) 
Ρ(ΕΙΕΡΙΕΡ(Σ) 
Ρ(ΕΙΕΟΙΓ)Ρ(Ε) -- Ρ(Ε1ΕΟ|Α9)Ρ({Αο) -- Ρ(ΕΙΕΟΑ4) Ρ({Α3) 
/9ὀ4/ὀ4/8) -- 
(1/6)1/6)(1/5) ΕΟΧ (1/8) (2/9)2/1/9) 16) 
όπου στην τρίτη ισότητα υποὺδέσαμε ανεξαρτησία μεταξύ των ρίψεων, µε δεδοµένη την 
επιλογή κάποιου ζαριού, συνεπώς, για παράδειγµα, Ρ(ΕΙΕΟΙΙ) Ξ Ρ(Ει 1) Ρ({ΕΟΙΕ). 


Πράγματι, εφόσον φέραµε 2 φορές ϐ. είναι πιθανότερο να επιλέξαμε το ζάρι το οποίο 


Ρ(ΕΙΕ) -- 


έχει πιθανότητα 2/3 να φέρει 6, παρά το δίκαιο ζάρι. 

Σαν τελευταία παρατήρηση, εὖὐχολα μπορούμε να δούµε πως, χωρίς δέσµευση, τα ΕΒ1, 
Εο δεν είναι ανεξάρτητα, δηλαδή Ρ(Ε1189) πε Ρ(Ει)Ρ(Ε9). Πράγματι, αν φέρουμε ϐ 
στην πρώτη ρίψη, τότε αποκλείεται να επιλέξαμε το δεύτερο ζάρι, χαι συνεπώς αυξάνει 
η πιθανότητα του ενδεχόµενου να φέρουμε ϐ στη δεύτερη ρίψη. 


Παράδειγμοι 3.24. (Εταιρία πληροφορικής - συνέχεια) Ἠπιστρέφουμε στην εταιρεία 
πληροφορικής του Παραδείγματος 9.1, στην οποία η χατανοµή των εργαζόµενων είναι η 
αχόλουδη: 


Έλληνες | αλλοδαποί 


τεχνικοί 22 25 
προγραμματιστές 15 5 


Όπως χαι στο Παράδειγμα ὃ.1, επιλέγουμε χάποιον από τους Τ0 εργαζόµενους, χωρίς 
χάποια προτίμηση. 
Δίνεται, επιπλέον, ότι η χατανοµή ανά φύλλο έχει ως εξής: 


ὦ.4. ΑΝΕΞΑΡΤΗΣΙΑ τὸ 


(Άντρες) Έλληνες | αλλοδαποί | (Γυναίκες) Έλληνες | αλλοδαποί 
τεχνικοί πι ου. | τεχνιχοί ὄ ὄ 
προγραμματιστές 18 0 | | προγραμματιστές 5 5 


Ορίζουµε τα ενδεχόμενα 
Ί. -- «επελέγη τεχνικός», ΑΕ -- «επελέγη Έλληνας», Α--«επελέγη Γυναίκα». 


Παρατηρήστε πως τα 1’, Ε’ δεν είναι ανεξάρτητα, διότι 


4 4 29 
ες μι ρβι” 

70 ἤ 70 
χαι δεν ισχύει ότι Ρ({Ε/Τ) -- Ρ(Ε)Ρ(1Γ). Όμως, έχουµε 


ΡΠ) 


Ἱ 1 1 
ΡΟ... Ρ(ΕµΟ-ς. ΡΕΤΙΚ) --, 
επομένως Ρ(ΕΤΙΚ) - Ρ(ΕΙΝ)Ρ(1]) και τα ενδεχόμενα Ε;, Ἡ είναι ανεξάρτητα αν 
τα δεσμεύσουµε ως προς το Κ. Βεβαιωδείτε ότι καταλαβαίνετε διαισθητικά γιατί ισχύει 
το αποτέλεσµα. 


Ορισµός 9.6. (Ανεξαρτησία υποπειραµάτων) Δύο ή περισσότερα υποπειράµατα ενός 
σύνὕῦετου πειράµατος καλούνται ανεζάρτητα αν οποιοδήποτε σύνολο από ενδεχόµενα, κάθε 
ένα εκ των οποίων αφορά ένα σύνολο υποπειραµάτων (από τα άνω) ξένα από τα αντίστοιχα 
σύνολα υποπειραµάτων των άλλων ενδεχόμενων, είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους. 


Παρατηρήσεις 


1. Ο άνω ορισμός δεν είναι απολύτως αυστηρός, αλλά για τα πλαίσια αυτού του µαδή- 
µατος επαρκεί. Ο) ορισµός φαίνεται πολύπλοχος, αλλά η εφαρµογή του είναι απλή. 


2. Μερικά παραδείγματα: 


(α) Αν δύο ζαριές είναι ανεξάρτητες, τα ενδεχόμενα να έρθει το πρώτο ζάρι 1 χαι 
το δεύτερο ζάρι να µην έρῦει 4 είναι ανεξάρτητα. 

(93 Αν κάνουμε 10 παιδιά διαδοχικά και οι γεννήσεις είναι ανεξάρτητες, τότε το 
ενδεχόμενο το ο παιδί να είναι αγόρι είναι ανεξάρτητο από το ενδεχόμενο να 
έχουµε Χάνει αγόρι στις πρώτες 4 γεννήσεις. 

(Γ΄) Αν ρίξουµε ὅ πέναλτι διαδοχικά, χαι οι εχτελέσεις είναι ανεξάρτητες, το ενδε- 
χόµενο να βάλουμε το πρώτο είναι ανεξάρτητο από το ενδεχόμενο να βάλουμε 
χάποιο από τα 4 υπόλοιπα. 

(δ΄ Μπορείτε να βρείτε σε ποια από τα παραδείγµατα αυτού του κεφαλαίου εµφα- 
γίζονται ανεξάρτητα υποπειράµατα; 


Κεφάλαιο 4 


Διαχριτές Γωχαίες Μεταβλητες 


Σε σύνθετα προβλήµατα πιθανοτήτων, όπως π.χ. σε προβλήματα ανάλυσης πολύπλοκων 
δικτύων ή αλγορίθμων, η λεπτομερής, στοιχείο-προς-στοιχείο περιγραφή του πλήρους 
δειγματικού χώρου {ὸ είναι εξαιρετικά χρονοβόρα, Χαι συχνά είναι χαι περιττή. Όπως 
Όα δούµε σε αυτό το χεφάλαιο, η έννοια της τυχαίας μεταβλητής µας επιτρέπει να 
απλοποιήσουµε ἡ χαι να παραχάµψουµε αυτή τη διαδικασία. 


4.1 Διαχριτές Τυχαίες Μετοβλητές 


Ορισµός 4.1. (Διαχριτές τυχαίες μεταβλητές) 
1. Διακρπή Τυχαία Μεταβλητή {(Τ.Μ.) καλείαι κάθε συνάρτηση Χ: Ω -ὃ Κ όπου 


/ / Ζ - / σα ο 
ο ϱ) είναι έγας δεηηματικός χωρος, και για τήν οποια το σύνολο | των τιμµων που 


μπορεί να λάβει η Ἀ΄ είναι πεπερασμένο ή αριθμήσιμο. 


2. Το σύνολο  καλείαι σύνολο τιµών τῆς Χ. 


ὃ. Π συνάρτηση µάζας πιθανότητας, ή µάζα πιθανότητας, ή απλώς µάζα µιας διακρ- 
τής Χ΄ είναι η συνάρτηση Ρ: ο --» 10, 1] η οποία ορίζεται ως 


ρα Ες ο Εως ας ος 


4. Η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας, ή κατανομή πιθανότητας, ή απλώς κατανομή 


της Χ΄ είναι η συνάρτηση Γ: Κ-- 10, 1] η οποία ορίζεται ως 
ο ας ο ο ο) ποιο ο 


τὸ 
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Τ6 


ΘΙ9/6/6/9/0 
ΘΙ9Ι9/Ι9/9/9 
ΘΙ9/Ι6/9/9/96 
ΘΙ/96/6/6/6/6 
6/99/9199 
6191919199 


6:9:9:19:9196 
96696999 
6:9:9:9:9ἱ9 


Σχήµα 4.1: Οι Τ.Μ. Χ.Υ του Παραδείγματος 4.1. 
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Παρατηρήσεις 


1. Ηχτός από τις διαχριτές, υπάρχουν χαι άλλα είδη τυχαίων μεταβλητών. Ί]ρος το 
παρόν, όταν μιλάμε για µια Τ.Μ., ὃα εννοείται πως αυτή είναι διαχριτή. 


2. Αν υποδέσουμε κάποιο µέτρο πιδανότητας για τον δειγµατικό χώρο, εὖχολα µπο- 
ρούµε να βρούμε τις πιθανότητες µε τις οποίες λαμβάνουν τις διάφορες τιµές τους οι 
Έ.Μ που ορίζονται σε αυτόν, χαι να υπολογίσουμε έτσι την µάζα χαι την κατανομή 
τους. Δείτε το αχόλουῦο παράδειγµα. 


Παράδειγμοι 4.1. (Δύο ζάρια) Ρίχνουμε διαδοχικά δύο ζάρια, χαι, όπως συνήθως, 
ορίζουµε τον δειγµατιχό χώρο ως εξής: 


Ω -- {11,12.....16.21,22.....26.... 61,62... 66}. 


Έστω Χ και Υ τα αποτελέσµατα των δύο ρίψεων. Ἠπιπλέον, ορίζουµε τις Τ.Μ. Ἡ/ -- 
πιαχ{Χ.Υ } και ὄ Ξ ππ{ Χ,Υ}. Στα Σχήματα 4.1, 4.2, έχουµε δείξει, για κάθε 
µία απ΄ τις Τ.Μ. Χ,Υ, ΥΥ, ἤ, χαι για όλες τις τιµές που µπορεί να πάρουν, το σύνολο 
όλων των αποτελεσμάτων που προκαλούν αυτή την τιµή. Προφανώς, τα σύνολα τιµών 
οκ ΕΞ ΘΕΣ ΤΙ 2 ο. 561. 


Αν τώρα υποὺέσουμε ότι όλα τα αποτελέσµατα είναι ισοπίδανα, τότε έχουµε ότι 
Ρ(ΧΞ1) - ή, (1,2), 1, 3), (1,4). (1, δ), 1, 6) }) 
1 1 1 1 1 1 


36 86 36 36 36 36 6) 
ΡΥΞ 5) Ξ Ρ(4,5) (2, 9), (5, 8), (4, 9), (5, 9), (6, 5)}) 
Μα Τα ο... 


36 86 36 36 36 36 6) 
Ρ(Η/9) - Ρ4.5), 2,9), (5,8), (9,2), (9, 0) 
ο υυυ-υ---- 


86 386 36 86. ον 
Ἶ ο  Ἡ 


Ρ(-.5) -- (46,5), (5,5), [5,6)}) -- η δρ τς. 


Παρόμοια Όα μπορούσαμε να υπολογίσουμε τις άνω ου. αχόμα χαι αν το 


µέτρο πιθανότητας του δειγματικού χώρου ήταν διαφορετικό, για παράδειγµα αν κάποιοι 
συνδυασμοί ρίψεων ήταν πιο πιθανοί από άλλους. Θα παραµείνουµε όµως στην περίπτω- 
ση που όλα τα αποτελέσµατα είναι ισοπίδανα, χαι Όα υπολογίσουμε τις µάζες χαι τις 
χατανοµές των ΑΧ, Υ, ἩΥ, ἆ. 

Για κάθε δυνατή τιµή α΄ -- 1,2,9,4,5,6 της Χ υπάρχουν ϐ στοιχεία του ϱ) που 
αντιστοιχούν σε αυτή την τιµή, χαι άρα η πιθανότητα του ενδεχοµένου {Χ -- 2} είναι 


6/96 -- 1/6. Συνεπώς η µάζα της ἅ είναι η 


Ρχ(α) -- 


4.1. 


ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΊΑΒΛΗΤΕΣ, τ9 


Σχήµα 4.5: Η µάζα χαι η συνάρτηση κατανομής της Τ.Μ. ἅ στο Παράδειγμα 4.1. 


Ἡ συνάρτηση κατανομής Εχ(α) της Χ εύκολα µπορεί να υπολογιστεί, µε παρόμοιο 
τρόπο, αλλά λαμβάνοντας υπ’ όψιν ότι το όρισμα της είναι πραγματικός αριδµός: 


1. 
ὃς 
ο, 


Αν ο θ) ποτε πα κτρα «ξεΓιν Ε Ὀνει Εμ. θιξς 


Αν α «1, τότε προφανώς Εχ(α)Ξ Ρ(Χ «α) --0. 
Ανα ΕΠ) πότε Ἑκ( ΕΙ ΡΙΣ ΚΕ Ρον Ξ 1 


νο. 
Ι! 
Ο)]ι- 


ο δν κο ωρα κι αρα ο ανα αρα. 


9) -- ἕ. 


ο ο ο ο ιο αρα παρ πο οσα μες... 


8) ΕΡ(ίΧ--4) --ξ. 


6: 


Αν ο ο ποτε μι κ μι ΡΕΞ Ξ1 
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Σχήµα 4.4: Ἡ µάζα χαι η συνάρτηση κατανομής της Τ.Μ. Υ στο Παράδειγμα 4.1. 


Προχύπτει τελικά πως 


0, προς 
ο, πα καν 
ο. ο σας Ἡ, 

κιτς ος κκ, 
πο κα κ Ὀ, 
ο ο οὐ μες, 
Ῥ ο κα, 


Παρατηρήστε ότι στις τιµές 1, 2, 9, 4, 5,6 η κατανομή παρουσιάζει άλµα, Χαι επιπλέον 
ότι είναι παντού δεξιά συνεχής. 


4.1. ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΤΥΧΑΙΣ ΜΕΊΑΒΛΗΤΕΣ; 51 


Σχήµα 4.5: Η µάζα χαι η συνάρτηση κατανομής της Τ.Μ. Υ/’ στο Παράδειγμα 4.1. 


Με αχριβώς τον διο τρόπο βρίσχουµε πως η Υ έχει την ίδια µάζα χαι την ίδια συ- 
νάρτηση χατανοµής µε την Χ. Δηλαδή 


1 
Ῥν (ο) -- οἳ υ -- 1.9, . «Ὁ. 
και 
0, πα α-- 
Ἱο Ἕκιυκςο 
ο/6, 24 -3, 


Εν) 49/6, ὃσυςβ, 
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Σχήµα 4.6: Ἡ µάζα χαι η συνάρτηση κατανομής της Τ.Μ. ὄ στο Παράδειγμα 4.1. 


Π µάζα της Ἡ/ -- πιαχή Χι, Χο} υπολογίζεται όπως χαι της «Χ, μετρώντας τα αποτε- 
λέσματα του αρχικού Δ.Χ. που αντιστοιχούν στις διάφορες τιµές ω που µπορεί να πάρει. 


Με τη βοήδεια του Σχήµατος 4.2 βρίσχουµε: 


1 ν) ὅ { 9 11 
0, υσςι. 


1186, κωδ 
46 Ὅπιωςα, 
Ειγ(ω)- «9/96 ὃ«σως, 
16/06. 4 «ως, 
25/96, ὅσωςθ, 
Ἅ. σας μ, 
Τέλος, η µάζα της Ζ Ξ- πήπή{ Χι, Χο} υπολογίζεται εύχολα µε την ἴδια μεθοδολογία. 


4.1. 


ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΊΑΒΛΗΤΕΣ; 50 


Με τη βοήθεια του Σχήµατος 4.2 βρίσκουμε: 


11 9 τ 5 δν) 


Ρζ(1) σα, ϱ2(2) τ- σα. ϱ7(9) τ- σαι 27(8) τ- σα, Ῥζ(ϐ) τ- σα, ΡΖίθ) - τν 


96 96 96 96 


0, ιο 
11/36, Ί«σς» 
90/36, 2 «σς 3, 
βοο πκντας σα 
39/36, 4 «2-5, 
35/36, ὅ «σςθ, 


Ἱρ 6-2. 
Οι µάζες χαι οι κατανομές των Χ, Υ, Ἠ/, ἤ έχουν σχεδιαστεί στα Σχήµατα 4.ὀ, 4.4, 
4.5, και 4.0. 
Παρατηρήσεις 


1. Αν χαι δεν το δείχνουµε εδώ, μπορούμε να αποδείξουµε αυστηρά ότι ο συνδυασμός 


του μέτρου πιδανότητας στον δειγµατικό χώρο «) χαι η συνάρτηση ἅ δημιουργούν 
ένα νέο µέτρο πιθανότητας, αυτή τη φορά στο σύνολο τιµών ᾧ του Χ. Η Ρ(4Α) 
στο νέο μέτρο πιθανότητας ισούται µε την Ρ({ω: Χίω) Εε Α}) στο αρχικό µέτρο 
πιθανότητας. Δεν ὃα χρησιμοποιούμε διαφορετικά σύμβολα (π.χ., Ει(:) και ο.) 


για τα δύο διαφορετικά µέτρα πιθανότητας. 


: Αν ένα µέτρο Ρ({:) επάγεται από µια Τ.Μ., ὃα γράφουμε την Ρ({4Α) χαιως ΡίΧ ε 


Α). Για παράδειγµα, Ρ((--2,5]) Ξ Ρ(-2« ΧΎ« ο). 


. Μερικές φορές η µάζα χαλείται χαι πυχνότητα, προκειµένου να υπάρχει ομοιομορφία 


µε την περίπτωση των συνεχών Τ.Μ., που Όα εξετάσουμε σε επόμενα χεφάλαια. 


. Παρατηρήστε πως, όταν χρειάζεται, χρησιμοποιούμε τον αντίστοιχο δείκτη για να 


ξεχωρίζουμε τα σύνολα τιµών, τις µάζες χαι τις χατανοµές διαφόρων Τ.Μ. Για 
παράδειγµα, η Χ΄ έχει σύνολο τιµών 5χ., µάζα ρχ(1) και χατανοµή Εχία). κ.ο.κ. 


Παράδειγμα 4.2. (Εππροπή βουλής) Μια επιτροπή της βουλής, αποτελούµενη από 


/, / / / / { { 
16 άτοµα, δημιουργεί µια υποεπιτροπή, µε τον αχόλουῦο τρόπο: επιλέγεται ένας συν- 


δυασµός ὃ ατόμων, ανάµεσα στα 15, χωρίς χάποια προτίμηση στο συνδυασμό, χαι από 


τα επιλεγμένα άτοµα ο αρχαιότερος ορίζεται πρόεδρος της υποεπιτροπής, χαι ο δεύτερος 
αρχαιότερος ορίζεται γραμματέας της υποεπιτροπής. Έστω 1.2,..., 195 τα άτοµα της 


επιτροπής, σύμφωνα µε την αρχαιότητά τους (ο νεότερος είναι ο 1 χαι ο αρχαιότερος 


είναι ο 19). 
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4 6 δ 10 12 14 16 


Σχήµα 4.1: Ἡ µάζα χαι η συνάρτηση χατανοµής της Τ.Μ. ἅ της Άσκησης 4.2. 


Έστω ἅ και Υ Τ.Μ. που δηλώνουν το άτοµο που ὃα είναι πρόεδρος χαι γραμματέας 
τῆς υποεπιτροπής αντίστοιχα. Θα υπολογίσουμε τις µάζες Χαι τις κατανομές των Χ, Υ. 

Καταρχήν, παρατηρούμε πως ο δειγµατικός χώρος «) του πειράµατος έχει µέγεῦος 
ο ων ο ο ο ο ο ο 

Σιχετιχά µε την µάζα του «Χ, παρατηρούμε πως ἅ -- π, όπου ὦ -- ὅ,θ,..., 15, αν και 
µόνο αν επιλεγοῦύν για την υποεπιτροπή το άτοµο ὦ χαι άλλα 4 άτοµα αποκλειστικά στα 
πρώτα ἆ -- 1. Αυτό µπορεί να γίνει µε σαι τρόπους. Άρα, 


ο αμα 5) η Ξ 5,θ6...., 15. 


Σχετικά µε την χατανοµή του Χ, προφανώς Εχ(α) Ξ0γιαασ « ὅτκαι Εχ(σ) Ξ1 
για α ὸ 19. την περίπτωση ὃ σᾱ ᾳὉ « 15, παρατηρούµε πως ἅ « 3 αν χαι µόνο 
αν επιλεγούν για την υποεπιτροπή άτοµα αποκλειστικά ανάµεσα στα πρώτα |]. Αυτό 


4.1. ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΤΥΧΑΙΣ ΜΕΊΑΒΛΗΤΕΣ; 55 


Σχήµα 4.δ: Η µάζα χαι η συνάρτηση κατανομής της Τ.Μ. Υ΄ της Άσκησης 4.2. 


µπορεί να γίνει µε (11) τρόπους. Άρα, 


Ἐν αρ ἕως ϱ, βέ«ᾳσς1δ. 


Σχετικά µε την µάζα του Υ’, παρατηρούμε πως Υ -- ν, όπου  -- 4,5,...,14, αν 
χαι µόνο αν επιλεγούν για την υποεπιτροπή Κάποιο απὀ τα άτοµα «1,4 -Γ-2,...,15, 
το άτομο 9 και άλλα ὃ άτοµα αποκλειστικά στα πρώτα  --1. Αυτό µπορεί να γίνει µε 


(15--) χ ο) τρόπους. Άρα, 


ρα -αδ- [ος )/(9). / --4,δ...., 14. 


Σχετικά µε την κατανομή του Υ, καταρχήν ἔγ(υ) Ξθανν « 4 και Εγ(η) Ξ 1 αν 
ν 3 14. Για την περίπτωση 4 «ὐ «14, παρατηρούμε πως Υ «4 αν χαι µόνο αν γίνει 
ένα από τα ακόλουῦα δύο ενδεχόμενα: 


δ6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ 


1. επιλεγούν για την υποεπιτροπή άτοµα αποκλειστικά ανάµεσα στα πρώτα ||. Αυτό 
µπορεί να γίνει µε (81) τρόπους. (Αν ν «4 « ὅ, τότε (61) Εν) 


2, επιλεγούν για την υποεπιτροπή 4 άτοµα αποκλειστικά ανάµεσα στα πρώτα |], 
χαι ένα άτοµο ανάµεσα στα 14] -- 1, ν) --2,...,15. Αυτό µπορεί να γίνει µε 
(00) Χ (15 --|3|) τρόπους. 


ΗΠ µάζα χαι η κατανομή του ἅ έχουν σχεδιαστεί στο Σχήµα 4.7 ενώ η µάζα και η 
χατανοµή του Υ΄ έχουν σχεδιαστεί στο Σιχήµα 4.6. 
Παρατηρήσεις 


1. Στο άνω παράδειγµα, λόγω του πλήθους των αποτελεσμάτων, δεν σχεδιάσαµε τον 
} 2 

δειγµατικό χώρο. Είναι πάντως πολύ σηµαντικό να Ὀυμόμαστε ότι για να υπολο- 

γίσουµε την µάζα και την κατανομή µιας Τ.Μ., καθώς χαι την πιδανότητα οποιου- 

δήποτε ενδεχόµενου εµπλέχει την 1.ΜΙ., είναι απαραίτητο να πάµε στον δειγµατικό 

χώρο {) και να προσδιορίσουμε εχεί την πιδανότητα κάποιου κατάλληλου ενδεχό- 


μενου ΑΕ 9. 


2. Παρακάτω παρατίθενται οι βασικές ιδιότητες της µάζας χαι της κατανομής. Ώπα- 
ληθδεύστε τις για τα άνω παραδείγματα. 


Λήμμα 4.1. (Ιδιότητες κατανομής) Η κατανομή ἔ[α) έχει τις εξής ιδιότητες: 
1. Η Γ(α) είναι αύξουσα. 
2. Η Ε{α) είναι δεξιά συνεχής. 
πο τοις Κας - Ίσα β(α). 


Μα πο μα 
ὄθπο 99) 


α-»λοο 


Απόδειξη. Η [(α) εἶναι αύξουσα γιατί 


ια ο ώς πως ο ο χω Κω Εκ Εκ κ ασ. 


Οι αποδείξεις των υπόλοιπων ιδιοτήτων παραλείπονται λόγω της δυσκολίας τους. 


4.1. ΔΙΑΚΡΙΤΕΣ ΤΥΧΑΙΣ ΜΕΊΑΒΛΗΤΕΣ; δύ 


Λήμμα 4.2. [Ιδιότητες µάζας) Έστω διακρπή Τ.Μ. Χ µε σύνολο τιµών ὁ Ξ 
{πι σοι... }. Η µάζα ρ(ᾳ) έχει τις εξής ιδιότητες: 
1.0 (4) ς 1 γιακάθεσε ο. 


ο 
ο νε ο ο. οκ αι 


Απόδειξη. Ἡ πρώτη ιδιότητα είναι προφανής (η Ρ(4) είναι πιθανότητα). Επίσης, 


ο ρα) Ρ(Χ -α) - ΡΩΚΗΧ --α) --ι. 
Φξιρ 1ΞΞ1 

Η δεύτερη ισότητα προέχυψε γιατί τα {Χ -- πι} είναι ξένα, ενώ η τρίτη γιατί όλα µαζί 
απαρτίζουν τον δειγµατικό χώρο ϱ. Η τελευταία ιδιότητα προχύπτει ως εξής: 


ο ο ο δν ο ο πο δυο 


ες . ΡΕ ΧΞα)-0- », ρ(α). 


πεΤως ας ΓΩ 


Στη δεύτερη ισότητα χρησιμοποιούμε το ότι τα ενδεχόµενα της ένωσης είναι ξένα. 


Λήμμα 4.5. (Σχέση μεταξύ µάζας χαι κατανομής) Έστω διακριπή Τ.Μ. Χ΄ µε σύνολο 
πώ κ οι ος. 


1. Αν διαθέτουμε την κατανομή Επ), η µάζα ρ(ᾳ) προκύπτει ως εξής: 
ρα ο σος ὃν 
2. Αν διαθέτουμε την µάζα Ῥ(ᾳ), η κατανομή Γ(ᾳ) προκύπτει ως εξής: 
Ε(α)ἢ- ») ), νσεβ. 
γε: υ«απ 
Απόδειζη. Ἰ. 
ασ ων α . ρ ο πο ο αρα.) 
Εωρο) ΕΙ Χα καί κα) εΦ} 
Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαμε το Λήμμα 4.1. 
2. Παρατηρούμε πως Επ) Ξ- Ρ(Χ -«α) άρα μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την 


τρίτη ιδιότητα του Λήμματος 4.2, χαι προχύπτει άµεσα το ζητούμενο. 
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4.2 ἩΜέση Τιμή 


Παράδειγμοι 4.9. (Ν ζαριές) Ἐϊστω πως ρίχνουμε Ν ανεξάρτητες φορές ένα δίχαιο 
ζάρι. Περίπου πόσος περιμένουμε ότι ὃα εἶναι ο µέσος όρος των ζαριών; Σχεφτόµαστε 
ως εξής: Από τις Ν, περίπου µια στις 6, δηλαδή Ν/6, Όα είναι 1, περίπου άλλες Ν/6 


Όα είναι 2, κ.ο.κ., Χαι τελικά ο µέσος όρος Όα είναι περίπου 


: . ν. πο ν ο ο μι 
Ν 6 πμ. 6 ο -- 


Ο) συγκεχριµένος υπολογισμός εμφανίζεται γενιχευµένος στον επόμενο ορισμό. 


Ορισµός 4.2. (Μέση τιµή) Έστω διακρπή Ί.Μ. Χ µε σύνολο τιµών 5 και µάζα 
Ῥία). Ορίζουµε ως τη µέση τιµή ή αναμενόμενη τιµή ή προσδοκώµενη τιµή της Χ το 


άὕροισμα 
Ῥ ο -- ὃὶ αγία). 
ΕΙΡ) 
Παρατηρήσεις 
1. Συχνά χρησιµοποιείται τα σύμβολο µ για την µέση τιµή µιας Τ.Μ. 


2. Διαισθητιχά, όπως Φαίνεται χαι από το άνω παράδειγµα, περιμένουμε ότι ο µέσος 
όρος πολλών Τ.Μ. κατανεµηµένων όπως η Τ.Μ. Χ Όα είναι κοντά στη µέση τιµή 
Ε(Χ). Η διαίσθησή µας ὃα επαληθευτεί όταν μιλήσουμε αργότερα για τον Νόμο 
των Μεγάλων Αριῤμών χαι το ΓΚεντρικό Οριακό Θεώρημα. 


9. Διαισθητικά, επίσης, περιμένουμε ότι οι τιµές διαδοχικών Τ.Μ. κατανεµηµένων 
όπως η Χ΄ «τείνουν να χυμαίνονται» γύρω από την Ε(Χ). 


4. την συνηδισµένη περίπτωση που η Τ.Μ. Χ παίρνει τιµές στους µη αρνητικούς 
αχέραιους, έχουµε 


6, Αν, αχόµα πιο απλά, η Τ.Μ. Χ΄ παίρνει τιµές στο σύνολο 4{0,1,..., Ν}, έχουµε 
Ν 
Ε(Χ)-Ξ ὃὶ αγία). 
ὦΞθ 


6. Στην ειδική περίπτωση που η Τ.Μ. Χ λαμβάνει µόνο µια τιµή, δηλαδή ὁ -- {ε)}, 
Ρ({6) Ξ- 1. ο ορισµός συμφωνεί µε τη διαίσθησή µας, χαθώς δίνει Ε(Χ) - εχ1 --ο. 
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Ποράδειγµοι 4.4. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Γιατις Τ.Μ. Χ.Υ, Ἠ, Ζ του Παραδείγ- 
µατος 4.1. έχουµε: 


1 1 1 1 αντ 
1 : β Ἱ 9 {1 τ16ι 
Ε(πη --ι .9 Ε 8 μ4 Γ5 6 ο 
2 πα στ ο ο πο σπα σος 
Ἶ1 !. οἱ 
πίσ] ως ο ο οἱ ο ο. --- 
36 36 36 36 36 636 


Λήμμα 4.4. (Μέση τιµή συνάρτησης Τ.Μ.) Έστω Χ διακρπή Τ.Μ. µε σύνολο τιµών 
το ο ο) αι πα ος 


1. Έστω Υ Ξ ο{Χ) µια νέα διακρπή Τ.Μ., συνάρτηση της προηγούμενης. Θα 


Ισχύει: 
Υ) - Σ΄ ο(θ)ρκ(α) 


ΠΕιχ 
2. ΑνΥ Ξ αχ -Γὐ, όπουα,ὐ ΕΚ, έχουµε Ε{αχΧ --ὂ) ΞαΕξ(Χ) --ὐ. 


ὃ, Πιο γενικά, αν Υ Ξ- αισι(Χ) -Γ αρφ(Χ) ---- απο) Ξ 2, ιαιιίΧ), τότε 


Ε σ. «σο) Ξ- ᾽αιΕίο(Χ)). 


ἐξ-ι 0Ξ] 


Απόδειξη. 1. Παρατηρούμε πως: 


ὃ ὀρν() - δυ Σ ρχ(α 


ψΕΙΦΥ ηΕδΥγ αιο(α 
κ - ο(α)ρχ(α .. ο(α)ρχ(α 
γεν αιο(α)ξ-υ αςδχ 


2. Παρατηρούμε πως: 


Ε{(αΧ --ὂ) Ξ » (ατ -- θ)ρ(α) Ξ » απγ(ᾳ) - »᾽ ὑρία 


πςεοκ ας πεσκ 


ες ᾱ » αφ(α) -Ε ὃ » “5 Ξαξ(Χ) --δ. 


αειδχ ΠΕΙ χ 
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9. Πιο γενικά, έχουµε: 


Ε, σ. «σο)) 


», . ασ) γα) αιφ(α)ρ(α) 


ἐ--1 ΠΕΙΟΧ 1ΞΞ1 1551 σεχ 
αι» α(α)νία) -- ὸ αιξ(ο(Χ)). 
έξι αεδχ 1 


Παρατηρήσεις 


1. Στην συνηθισμένη περίπτωση που η Τ.Μ. ἄ παίρνει τιµές στους µη αρνητιχούς 
αχέραιους, έχουµε 


2, Αν, αχόµα πιο απλά, η Τ.Μ. Χ΄ παίρνει τιµές στο σύνολο 4{0,1,..., Ν}, έχουµε 
Ν 
Ε(σ(Χ)) Ξ δ «(Ω)ν(α). 
ὦΞθ 


Παράδειγμα 4.5. Ένας στρατιώτης εχτελεί µια βολή µε το όπλο του, χαι το οριζόντιο 
σφάλμα που Χάνει σε µέτρα, Χ, είναι µια Τ.Μ. µε µάζα 


νο 
αδ. ο ξετ 
βκίσ τς ο ο ξῦθ, 
032, σ--1, 
οι Ἕκι, 


Δηλαδή, µε πιθανότητα 0.1 η βολή ὃα καταλήξει 2 µέτρα αριστερά, µε πιδανότητα 0.2 Όα 
καταλήξει 1 μέτρο δεξιά, µε πιδανότητα 0.4 δα καταλήξει στο στόχο, χ.ο.κ. Ανάλογα µε 
το αποτέλεσµα, ο λοχαγός τιμωρεί το στρατιώτη µε Υ -- μα. μέρες φυλάκισης. Ἱκατά 
µέσο όρο, πόσες µέρες τιμωρία παίρνει ο στρατιώτης ανά βολή; Δηλαδή, πόσο είναι το 
ΕΥ) --Ε(Χ2' 

Για να απαντήσουµε το ερώτημα, έχουµε δύο επιλογές. Ἡ πρώτη είναι να υπολογί- 
σουµε την µάζα της Τ.Μ. Υ΄ και αχολούῦως την µέση τιµή της, απὀ τον ορισμό της 
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µέσης τιµής. Παρατηρήστε πως 


Ῥγ(0) -- Ρ(Υ --ϱ) -- Ρ(Χ --θ) --0.4, 
ρν(4) - ΡΙ(ΙΥ --1)-- ΡίΧ--τ1)-«Ρ(ίΧ-- --ἰ--θ2-ορ.-0., 
ϱΥ(4) -- Ρ(Υ --4) -- ΡίΧ --2)-«ΡίΧ-- -2)--οι1-κο --ο0.2. 


Ε(Υ)Ξ0χΧχ04-Ι1Χχθ04-4χ02Ξ1.2. 


Η δεύτερη επιλογή είναι να χρησιμοποιήσουμε το πρὠτο σχέλος του Λήμματος 4.4, 
που παραχάµπτει τον υπολογισμό της µάζας της Υ΄: 


ΕΥ) - » αρχ(α) - (-2) χο.1-ς(--1)χθ.24507χθ4--1”χο.-2”χθ. -- 1.2. 
αξιδχ 
Όπως µπορείτε να παρατηρήσετε, η δεύτερη µέῦοδος είναι πιο άµεση. Υπάρχουν 
µάλιστα πολλές περιπτώσεις όπου ο υπολογισμός της µάζας της Υ είναι τόσο δύσκολος, 
που πραχτικά µόνο η δεύτερη μέθοδος µπορεί να χρησιμοποιηὓδεί. 


Παράδειγμµοι 4.6. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Ἔϊστω το ακόλουῦο παιχνίδι. Ῥίχνουμε 
δύο ζάρια, χαι λαμβάνουμε ως χέρδος 10 φορές το μέγιστο ΥΊ’ -- πιαχ{ Χ, Υ } των δύο 
ζαριών Χ, Υ΄ σε Βυρώὠ. Για να παίξουµε όµως το παιχνίδι, πρέπει να καταβάλουµε στην 
αρχή 40 ευρώ. Μας συμφέρει να παίξουµε αυτό το παιχνίδι; Για να απαντήσουμε, παρα- 
τηρούµε πως το καθαρό µας χέρδος είναι (’ -- 10ΥΊ’ -- 40. άρα πρέπει να υπολογίσουμε 
την Ε(Ο) - Ε(10ΥΥ -- 40). 

Όπως χαι στο προηγούμενο παράδειγµα, μπορούμε να αχολουδήσουµε δύο τρόπους. 
Ο πρώτος είναι να υπολογίσουμε την µάζα της (0, χαι από εχεί την Ε((6) µέσω του 


ορισμού της µέσης τιµής. Έχουμε: 


ρο(-30) Ξ Ρ(Γ--50Ξ5ρί(ήΞ1)- ο 
νο(-.ϱ) -- Ρί6--20)ΞΡΟΥ- ας, 
ρε[-Ἱ0) - Ρ6--1θ)ΞΡ(Η-8)- σι 
ναϱ) - Ρίο-οΞΡυ-δ τς 
φο[ιο) -- Ρίό-10)-- ΡΥ --δ)---ς, 
φοςθ) -- Ρ(ΟΞ20)Ξ Ρ(Η/Ξ θε 
Άρα, 
Ε(Ο) - (--50) κ τς Ε (20) -. τς εί 10 -. ο .θχ . -10κχ ο. - . . 
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χαι τελικά µας συμφέρει να παίξουμε. 
Ο) δεύτερος τρόπος είναι να χρησιμοποιήσουμε το δεύτερο σχέλος του Λήμματος 4.4, 
που παραχάµπτει τον υπολογισμό της µάζας της 6: 
161 δρ 


Ε(Ο) -- ΕΠΙΟΥ’ --4ϱ) --10Ε(Υ/) --40--1οχ ας -40-τς 


Όπως µπορείτε να δείτε, ο δεύτερο ι ί λύ ν 
μπορ ρος τρόπος είναι πολύ πιο άµεσος. 


Παράδειγµοι 4.7. (Άπειρη µέση τιµή) Έστω µια Τ.Μ. Χ µε σύνολο τιμώντο ὁ 
ΝΕ δν ο πα μπέα 
σ 


Το άῦροισμα όλων των τιμών τῆς πρέπει να ισούται µε 1, συνεπώς πρέπει να έχουµε 
ως, ο] τ; 
ον νο 

όπου χρησιµοποιήσαμµε την προφανή Ισότητα ». Ι{1/43) Ξ π2/θ. Άρα, 6 Ξ 6/π-- 


0.ο0οτο2Υ1.... 
Η µέση τιµή της Χ είναι 


- μμ ο τή 
ΕΕ) ΡΕ Σ κοπο» 
κ --ι κ--ι τι 


το οποίο ισούται µε οο αφού, ως γνωστόν, η αρμονική σειρά κ. (1/19) αποκλίνει. Άρα, 


βρήχαμε µια Τ.Μ. µε άπειρη µέση τιµή] 
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4.9 Διασπορά 


Ορισµός 4.39. (Διασπορά) Έστω διακριτή Ί.Μ. Χ µε μέση τιµή Ε(Χ). Η διασπορά 
της ορίζεται ως 
ΥΑΠ(Χ) - ΕΙΧΑ -- Ε(Χ)). 


Η τυπική απόκλιση της Χ΄ ορίζεταιως γΝΑΗΠ(Χ). 


Παρατηρήσεις 


1. Χρησιμοποιούμε επίσης το σύμβολο σ” για τή διασπορά, χαι συνεπώς το σ για την 
τυπική απόκλιση. 


2. Ἡ διασπορά εχφράζει πόσο µεγάλο εἶναι το «άπλωμα», γύρω από τη µέση τιµή, 
διαδοχικών .ΝΙ. µε κατανομή σαν της Χ. Σ:αν παράδειγµα, σχεφτείτε πόση είναι 
Ἡ διασπορά µιας τετριµµένης Τ.Μ. που λαμβάνει µια µόνο τιµή µε πιθανότητα 1. 
Παρατηρήστε επίσης ότι η διασπορά της Τ.Μ. Χ µε µάζα ρχ(0) -- 1/2, ρχία) - 
1/2 είναι 


2 


νλκο)-ε[α-εα)]- εκτ) τσ «5 -τ 


2 292 αν 4 


Παράδειγμµοι 4.5. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Γιατις Τ.Μ. Χ. Υ, Ἡ, ἤ του Παραδείγ- 
µατος 4.1, έχουµε: 


ναη(χ) - Ε[α- Εα)] 


| 
πο 
ΓΗ 

| 
οἱ - 
νο 
ο ω] 

Ου | --- 
ας 
"“ὤπον. 
ω 

| 
ΙΙ - 
ο 7 
νω] 

Χ 
Ου | --- 
«Ε. 
“μπω 
2 

| 
Νο - 
μμ. 
νω] 

Χ 
Ον | 


νΛΗ(Υ) - νλΕ() -Ἡς, 


γνΑη() - ΕΙ - Εν) 
16117 1 16117 3 16117 5 
-- ο θεα Χ Ει2 Χ ο κο 
36 36 36 36 36 36 


ο, ο ο ο ο ος ο 
36 36 36 36 36 36 
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νΑη(2) - Μ[4- (2) 
: ολ ος {ο μυ..ς ον ναι 
96 96 96 96 96 .- 
1} 5 91)” 8 91 Ι. 2555 
ἝἙ[άδ- τς] Χ κ[5 Χ {6 
96 96 26 96 96 αρ 1996᾽ 
Μ]ια µατιά στα Σ)χήµατα 4.5, 4.6 ίσως σας πείσει πως πράγματι, είναι λογικό τα Ἡ, ὄ να 
έχουν ακριβώς την ίδια διασπορά. 


Λήμμα 4.5. (Ιδιότητες διασποράς) Έστω διακρπή Τ.Μ. Χ. Ισχύουν τα εξής: 


γΑΗ(Σ) - Ε(ΙΧ3 - 21), 
ον ο αν. ου” 
Απόδειζη. 
ΥΑΗ(Χ) - ΕΙΧΑ -- Ε(Χ)) -- ΕΙΧΞΑΕ(Ε(Χ))Σ--2ΧΕ(Χ)] 
- Ε(ΧΞΕ(Ε(Χ)) - 2Ε(Β(Χ)Σ) 
(Χ))) --2(Ε(Χ))"-- Ε(ΧΞ) (5), 


γΑΒ(αΧχ --ὐ) - Ε(αΧχ -ε ϐ)3) --(Ε(αχ -ε ὐ))3 
- Βία Χ” -- ὐ' -Γ 2αὐΧ) --(αΕ(Χ) -- ϐ) 
- α Ε(Χ”) «ευ -Ε δαῦΕ(Χ) -- αἲ(Ε(Χ)): -- ὐ” --2αὔΕ(Χ) 
- α (Ε(Χ3) --(Ε(Χ))Σ) -- ανΑΗ(Χ). 


| 
( 
- Ε(ΧΣ (Ε 
( 
ία 


Παράδειγμοι 4.9. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Γιατις Τ.Μ. Χ. Υ, ΤΥ, ἤ του Παραδείγ- 
µατος 4.1, έχουµε: 


1 1 
Ε(χ ΞΕΡΟ. ο να - 


6 
μάκξα δικα κθκε-ν 
Ε(Υ/3) - κος νκες εὔκας 
κας ας 6 - . 
πα νο νο ο ιν 
{3801 


β : 
πώ ο απ ο ο λος 
ο κ πε 
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Συνεπώς, 
91 λα Ἡδ 
ΝΑΗ(Χ) Ξ ΝΑΠ(Υ) - -. (ν) οι 
τοι 161133. 2655 
ΨΑΒ/(Ι -- τσ ασ 
ο 36 ( 36 ) 1990᾿ 
αν ο ο μσ τα 
ο 86 36/ 1296) 


Παρατηρήστε ότι µε χρήση του Λήμματος 4.5 µπορέσαµε να υπολογίσουμε τις διασπορές 
των Ἀ, Υ, ἩΥ, Ζ µε κάπως λιγότερες πράξεις από ότι µε χρήση του ορισμού τῆς διασποράς. 


Παράδειγµοι 4.10. (Η μέθοδος της δεύτερης ροπής) Έστω µια Τ.Μ. ἅ µε σύνολο 
τιµών 6 -- {0,1,2,... }, µε µέση τιµή µ χαι διασπορά σ-. Ἂν η τυπική απόκλιση σ της 
«Χ είναι σηµαντικά µιχρότερη από τη µέση τιµή µ, τότε η πιθανότητα το ἅ να ισούται 
µε μηδέν εἶναι µικρή. Συγκεκριμένα, ισχύει ότι 


Πράγματι, έστω Ρ(4),γιαΚ εδ {0,1.2,... } η µάζα της ἅ. Από τον ορισμό της 


διασποράς έχουµε 
[ο ο) 


. 2 
σ.-- (ἆ-- μ)ρίΚ), 
κ--θ 
χαι εφόσον όλοι οι όροι του πιο πάνω αὑροίσματος είναι μεγαλύτεροι ή ίσοι του μηδενός, 
ολόκληρο το άῦροισµα ὃα εἶναι µεγαλύτερο ή ίσο του όρου ἆ -- 0, χαι τελικά 


σ.---ὃ Κα -- μ)’Ρ(Κ) 5 (0 -- μ)᾽Ρ(θ) -- μ’ΡίΧ --0), 


που είναι ακριβώς η ζητούµενη ανισότητα. 
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4.4 Παραδείγματοι 


Παράδειγμοι 4.11. (Τυχερό παιχνίδι) Σε ένα παιχνίδι, ο παίκτης έχει τυχαίο χέρδος 
Χ -- --20,0,10 Εωρώ, µε αντίστοιχες πιθανότητες 9070. 1050,6070. Θα υπολογίσουμε 


τη µέση τιµή και τή διασπορά του κέρδους σε µια παρτίδα. Εφαρμόζοντας τους ορισμούς, 


30 10 60 
Ε(Χ] --(--20 .0 » 10 ---6--0--6-- 0. 
ο εν πα ο πῃ προ 
και 
90 10 60 
ορ ορ Ην ο ο πα ο αμ ῃ 
α)-Εα» -«εα)-ρο" κ τοῦ κτρτ οῦκτ 


Πόση είναι η µέση τιµή χαι η διασπορά των χερδών αν ο παίκτης παίξει Ν παρτίδες; 
Επί του παρόντος, δεν έχουµε τη ὑεωρία για να απαντήσουμε το άνω ερώτηµα εύχολα. 
Σε επόμενα χεφάλαια ὃα δείξουµε πως τα ερωτήματα αυτού του τύπου μπορούν, υπό 
προὐποδέσεις, να απαντηθούν πολύ εὖύχολα. 


Παράδειγµοι 4.12. (Ύπολογισμός παραμέτρων) Μια Ῥ.Μ. Χ παίρνει τις τιµές 0, 1.2 
χαι ἆ. Η µάζα της είναι ϱ(0) -- 1/6, 1) - 1/5, ρί9) - 1/3 και ρί{Κ) Ξ α. Θα 


απαντήσουμε στα αχόλουῦα ερωτήματα: 
1. Υπολογίστε την τιµή του α. 
2. Αν η µέση τιµή του ἅ είναι 8/3, υπολογίστε την τιµή του Κ.. 
ὃ. Υπολογίστε την διασπορά του Χ µε βάση τις πιο πάνω τιµές. 
Έχουμε, κατά περίπτωση: 
1. Θα πρέπει 


π. Ἠ. Ἡ 3 
Γρ) ρί2) η Ξ19αεττςἑαξτθαςξτς. 
Ρ(0) -ε /(1) -ε (2) -Ε (4) ποπ ο παριμιη 


1. 5 ο ο--9Κ 
Ε(Χ)Ξ0κ/ρίθ)-ςΙιχρ(ι)--2χ)ρί()-Εκκχρί)Ξ0 . | : | σταρ 


Όμως δίνεται ότι Ε(Χ) Ξ- δ/8, άρα έχουµε 
269 8 


αῃ πω... 


4.4. ΠΑΡΑΔΕΗΙΓΜΑΤΑ 9η 


Παράδειγμα 4.139. (Ομοιόµορφη διακρπή Τ.Μ.) Έστω η Τ.Μ. Χ που παίρνει τι- 
µές απὀ το σύνολο 4{1,2,..., Τι} µε ίσες πιδανότητες. Αυτή η Τ.Μ. είναι γνωστή ως 
ομοιόμορφη. Θα υπολογίσουμε καταρχήν την µέση τιµή Χαι τη διασπορά τῆς. 

Π Χ έχει τη µάζα πιθανότητας ρχ(1) Ξ-- - { -- 1:2,...,Π. Από τον ορισμό τῆς 
µέσης τιµής, 


Ε(Χ) -- δ- ο λι- -- 


1ΞΞ1 


Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε τη γνωστή ταυτότητα 


ο πῄτι-ε- 1 
ἐν -παρν 


Επιπλέον, 


Ε(ΧΞ -- Σ », (πε 1 ως 


Στην τελευταία ισότητα χρησιµοποιήσαµε τη γνωστή ταυτότητα 


Σ0- ως 


Συνεπώς: 


ΥΑΛΗ(Χ) --Ε(Χ3 (ΕΣΥ -- -... . . - .- 


Έστω τώρα η 1.Μ. Υ -- αχ -Γὐ. Ἡ µέση τιµή της χαι η διασπορά τῆς ισούνται µε 


Ἱ 
Ε(Υ) -- Εία-ὐΧ) -- αἲ.ΝΕ(Χ) πας 
2 
αν 
ΨΛΕ(Υ) -- νΑΒί(α-ςΟΧ) -- ΝνΑΗ(Χ) --ὐὲ-- το 


Στα άνω χρησιµοποιήσαµε τα Λήμματα 4.4 χαι 4.05. 

Παράδειγμοι 4.14. (ανονικοποίηση) Αν η Χ είναι Τ.Μ. µε µέση τιμή Ε(Χ)μ 
και διασπορά ΥΑΗ(Χ) -- σΣ, τότεη Τ.Μ. Υ -- 358 έχει µέση τιµή Ε(Υ) -- 0 και 
διασπορά ΝΑΗΠ(Υ’)Ξ1. Πράγματι, 


ο 
0 
Ι 
ο 
.. 
τν κ 
» 
| 
ἒω, 
ὁ -- 
Ι 
ο. 
ορ 
0 
τω 
Ι 


Κεφάλαιο ὅ 


Συυνήδεις ΠΣεριπτῶσεις Διαχριτών 
Τωχαίων Μεταβλητώὠν 


Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαµε πως Ἠ έννοια της τυχαίας μεταβλητής (Τ.Μ.), δη- 
λαδή µιας «τυχαίας ποσότητας» Χ που προσδιορίζεται από το σύνολο τιμών της ὦ χαι 
την µάζα της Ρ{:), µας επιτρέπει να περιγράφουµε πολλά από τα προβλήµατα που µας 
ενδιαφέρουν µε σύντομο χαι σαφή τρόπο, χωρίς να αναγκαζόµαστε χάῦε φορά να ορί- 
ζουμε σχολαστιχά τον πλήρη δειγµατικό χώρο {ὸ χαι το αντίστοιχο μέτρο πιθανότητας 
ΓΡ. Το επόμενο βήμα σ’ αυτήν τη διαδικασία τῆς πιο «αφαιρετιχής» περιγραφής είναι η 
καταγραφή κάποιων σημαντικών κατηγοριών 1.ΜΙ., οι οποίες είναι ιδιαίτερα χρήσιμες 
στην πράξη χαι εμφανίζονται συχνά σε βασιχά προβλήµατα των πιθανοτήτων. 

Σ’ αυτό το χεφάλαιο Όα εντοπίσουµε πέντε τέτοιες κατηγορίες Τ.Μ., χαι ὗα δείξουμε 
µε παραδείγματα χάποιες απότις συνήδεις περιπτώσεις όπου χρησιμοποιούνται. Ηπιπλέον 
Όα αποδείξουµε ορισμένες ιδιότητές τους (π.χ., ὂα υπολογίσουμε τη µέση τιµή και τη 
διασπορά τους), έτσι ώστε να μπορούμε να τις χρησιμοποιούμε χωρίς να απαιτείται η 
επανάληψη των ἴδιων υπολογισμών σε χάὺδε νέο πρόβλημα. 


5.1  ἹΚατανομή Βεγποι]]! 


Ἡ πιο απλή µη τετριµµένη 1.Μ. είναι εχείνη που παίρνει µόνο δύο τιµές, οι οποίες, στην 
απλούστερη περίπτωση, είναι το 0 χαι το 1: 


Ορισμός δ.Ι. (Κατανομή Βειποι]]) Μια διακρπή Τ.Μ. Χ λέμε πως ακολουθεί την 
κατανομή Βεγποιμ[ῖ µε παράµετρο Ρ, για κάποιο ρ Εε (0,1), αν έχει σύνολο τιµών το 
ὦχ Ξ 40,1} και µάζα Ρρχ µε τιµές Ρχ(1) Ξ } και ρχ(θ0) Ξ 1 --ρ. [ια συντομία, 
γράφουμε Χ  Βοτπ(ρ). 


Παρατήρηση: ἩΗ κατανομή Βοιποι]] χρησιµοποιείται πολύ συχνά όταν έχουµε ένα 
πείραµα που µπορεί να πάρει 2 δυνατά αποτελέσµατα, για παράδειγµα: 


99 


100 ΚΕΦΑΛΑΙΟ δ. ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΠΕΡΠΙΓΩΣΙΕΙΣ ΔΙΑΚΡΙΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 


0.25 


Σχήµα 5.1: Ἡ διασπορά τῆς κατανομής Βειποι]] συναρτήσει τῆς παραμέτρου ϱ. 


1. Ρίχνουμε ένα χέρµα, µε δυνατά αποτελέσµατα χορώνα/ γράμματα. 
2. Κάνουμε ένα παιδί, µε δυνατά αποτελέσµατα κορίτσι/αγόρι. 
ὃ. Ἠκτελούμε ένα πέναλτι χαι εξετάζουµε αν µπήχε γχολ ή ὀχι. 


4. Κάνουμε ένα πείραµα (που ενδεχομένως έχει πολλά δυνατά αποτελέσµατα) χαι 
/ / / / / / 
εξετάζουµε αν προέχυψε χάποιο ενδεχόμενο ἔ ήτο Ε,.. 


Σε αυτές τις περιπτώσεις, χωδικοποιούµε το ένα αποτέλεσµα µε 0, χαι το αντιστοιχούµε 
σε αποτυχία, χαι το άλλο µε 1, χαι το αντιστοιχούµε σε επιτυχία. 


Λήμμα δ.Ι. (Ιδιότητες κατανομής Βετποι]]1) Έστω Χ » Βετπ(γ). 
μον 
2. ΝΑΗ(Χ) Ξ οί --ϱ). 
ὃ. Η κατανομή της Χ ισούται µε 
0, οκ ο, 


ανν ο δι Ὁτ 
1 πο. τς. 


} 
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Σχήµα 0.2: Π µάζα χαι η κατανομή Βετποιπ] για ϱ -- 5. 


Απόδειξη. 1. Βξ ορισμού, 
Ε(Χ)Ξ0χκ(1-1)Γ1χΧχῤ. 
2. Έχουμε 
Ε(Χ") Ξοὔχ(-τρ) 1 χρςρ 
ΞΝΑΗ(Χ)-Ξ Ε(αὴ αλ) νι --ϱ). 


Ἡ διασπορά έχει σχεδιαστεί στο Σιχήµα 5.|. Παρατηρήστε πως εἶναι μέγιστη για 
ρ- . χαι μηδενική γιαρ-- θκχαιρ-- Ι. 


ὃ. Προφανές, εξετάζοντας την χάῦε περίπτωση χωριστά. Ἡ µάζα χαι η κατανομή 
έχουν σχεδιαστεί στο 2ιχήµα 5.2. 
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5.2 Διωνυμική ΙΚκατανομή 


Παράδειγμοι 5.1. (4 ζάρια) Ἐϊστω πως ρίχνουμε τέσσερα δίκαια ζάρια, χαι οι ρίψεις 
είναι ανεξάρτητες. Ποιες είναι οι πιθανότητες να φέρουμε { φορές 6, για { -- 0,1, 2, 9; 
Έστω Χι, Χο, Χα, Χμ τα αποτελέσµατα των ζαριών, χαι ἅ το πλήθος των ζαριών 
που ήρῦαν 6. 
Παρατηρούμε πως 


Ρ(ίΧ -6) - Β(Χι, Χο, Χε, Χι-ὲ ϐ) 


κ. 

- ΡΙνΕΘΡΧ ΟΡΙΑ ΡΙΧΙ ΚΟ (ς) 

Η δεύτερη ισότητα προέχυψε γιατί υποδέσαμε ότι οι 4 ζαριές είναι ανεξάρτητες µετα- 

ξύὐ τους, δηλαδή ενδεχόμενα που αναφέρονται σε διαφορετικά ζάρια είναι ανεξάρτητα. 
Επιπλέον, 


9 
να 
Ι 

αν 
Ι 


Ρ(ίΧΙΞ6, Χο, Χα, Χιθ) -Ε Ρ(Χ2Ξ 6, Χι, Χα, Χι σε ϐ) 
ο νο ο υὓ ρο νο νο Ὁ 
Ξ Ε(ΧιΙΞ6θ)Ρ(Χ276)Ρ(ᾶ2736)Ε(Χι76) 
ΤΕ(ΧιΣΘ)Ρ(Α2Ξ6)Ρ(Χ:76)Ε(Χι76) 
ΤΡ(Χιᾷθ)Ε(Χ276)Ε(Χ9Ξ 6)Ε(Χι76) 
ΤΡ(ΧιΖ6)Ε(Χ276)Ε(Χ976)Ε(Χ1Ξ 6) 


1 πλ, Ἡ δα 1 ολο οἩ δν 
τ- -- κ Γ -- Χ Γ-- Χ Γ -- κ 
6 6 6 6 6 6 6 6 
9 
ου. 
6 6 


Για την περίπτωση των δύο επιτυχιών, γράφοντας πιο συνοπτικά έχουµε 


.. 
τα 


Ρ(Χ--9) -- Ρ(Α4Α66)-Ρ(66 Α6)-Ρ(β66 Α) 
δ 


ΕΡΘΑΟ ΑΒ ΚΡΦΟΡ ΡΟ ΡΡ9 -ο(ϱ) (ϱ)- 


Οι περιπτώσεις των ὃ χαι 4 επιτυχιών προχύπτουν ανάλογα. Παρατηρήστε ότι το α- 
ποτέλεσµα είναι πάντα το άῦροισμα ίσων όρων, καθένας εχ των οποίων εχφράζει την 
πιδανότητα να προκύψουν { επιτυχίες µε ένα συγχεχριμένο τρόπο. Ἡ συγκεκριμένη 
µεὺοδολογία γενικεύεται στο αχόλουὺδο δεώρημα. 


δ.2. ΔΙΩΝΥΜΠΚΗΚΑΊΑΝΟΜΗ 103 


Λήμμα 5.2. (Ν ανεξάρτητα πειράµατα) Έστω πως διεξάγουµε Ν πειράµατα, καθένα 

εκ των οποίων µπορεί να καταλήξει σε επιτυχία ή αποτυχία µε πιδανότητα Ρ, ανεξάρτητα 
ἅς / ας Ζ «ο { ς 

από την έκβαση των υπόλοιπων πειραµάτων. Έστω Χ το πλήδος των επιυχιών. Η 

πιθανότητα να έχουµε ακριβώς 3 επιτυχίες, όπου α -- 0. 1..... Ν, ισούται µε 


ρα αρ 


Απόδειξη. Ὥστω η Τ.Μ. Βετποι]]ϊ Ὑῃ που εχφράζει το αποτέλεσµα του πειράµατος ᾖ. 
Ἠιστω πως Υ -- 1 όταν το { πείραμα είναι επιτυχία, και Υ1 -- 0 όταν είναι αποτυχία. 
Προφανώς, Ρ(Υ:Ξ1)2, Ρ(1:Ξ0)Ξ1 -ρ. 

Έστω ω το αποτέλεσµα να προχύψει µια συγχεχριµένη αχολουῦία από 3 επιτυχίες 
χαι Ν --ᾱ αποτυχίες, που µπορεί να περιγραφεί ως Υ; -- 4: τ -- 1,2,...)Ν, όπου 3 από 
τα {/ είναι 1, χαι τα υπόλοιπα είναι 0. Ἡ πιθανότητα αυτού του αποτελέσματος ισούται 
με 

Ρ(ω) - Ρ(ΥΙ - χι, ἵοτ- θο,... ΤΝ -- ΗΝ) 
Ρ(Υι νι) Ε(Υο 5 9)... Ρ(Υν -- υν) 
κα οκ. 


Η δεύτερη ισότητα προχύπτει λόγω ανεξαρτησίας των πειραµάτων. ἩΗ τρίτη προχύπτει 
γιατί στο άνω γινόμενο έχουµε 3 παράγοντες που αντιστοιχούν σε επιτυχίες, καθέναν 


ίσο µε ῥ, χαι Ν -- ῶ παράγοντες που αντιστοιχούν σε αποτυχίες, καθέναν ίσο µε 1 -- Ρ. 
Με πόσους όµως τρόπους μπορώ να επιλέξω τη σειρά των 3 επιτυχιών; Το πρόβλημα 
είναι ισοδύναμο µε την επιλογή 3 στοιχείων από Ν, χωρίς επανάδεση χαι χωρίς να µας 


ενδιαφέρει η σειρά. Άρα, υπάρχουν (0) αποτελέσµατα που οδηγούν σε αχ επιτυχίες, όλα 
κκ. 


µε πιθανότητα ϱ'(1 --Ρ . Άρα, η πιθανότητα για Φ επιτυχίες είναι ὡς άνω. 


Παρατήρηση: Ἡ περίπτωση όπου έχουµε Ν ανεξάρτητα πειράµατα, καθένα εχ των 
οποίων είναι ανεξάρτητο από τα υπόλοιπα, χαι όλα έχουν την ἴδια πιδανότητα επιτυχίας 
Φ προχύπτει πολύ συχνά. Για παράδειγµα: 


1. Κάνουμε Ν παιδιά χαι µετράµε πόσα ήταν κορίτσια. 
2. Εκτελούμε Ν πέναλτι χαι µετράµε πόσα μπήκαν. 
ὃ. Πυροβολούμε προς ένα στόχο Ν φορές, χαι μετράμε τις φορές που τον πετύχαμε. 


Ακχριῤώς λόγω της συχνότητας που εµφανίζεται αυτή η περίπτωση, Ἠ µελέτη του αριὺμού 
των επιτυχιών παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον. 
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Σχήµα 5.5: Η µάζα χαι η κατανομή µιας διωνυµικής Τ.Μ. µε παραμέτρους Ν -- 10, ρ -- 0.5. 


Ορισµός 5.2. (Διωνυμιχή κατανομή) Μια διακριή τυχαία μεταβλητή Χ΄ ακολουθεί 
την διωνυµική κατανομή µε παραμέτρους Ν και}, για κάποια Ν 3 1 καιρ ε (θ, 1), αν 


έχει σύνολο τιµών το δχ Ξ 40, 1,.... Ν} και µάζα: 


ρχ(α) -- (να ο οεο τοι λ. 


Για συντομία, γράφουμε Χ » Διων(Ν, Ρ). 


Λήμμα 5.9. (Πδιότητες διωνυµιχής κατανομής) Έστω Χ διωνυµική Ί.Μ. µε παραµέ- 
τρους Ν, ρ. 


1. Ε(Χ) -- ΝΡ. 
2. ΝΑΗΠ(Χ) Ξ ΝΡ(Ι --ϱ). 
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Απόδειξη. Για τον υπολογισμό της µέσης τιµής, παρατηρούμε πως 


- ὸ αρνί) - ὃν (]να η 
- κ δα 
. νρΣ τς - παρ 
- Ὃν ς να Νις Νρίρε (αρ) ς- Νρ. 


Στην πέµπτη ισότητα χάναμµε την αντικατάσταση { --σ--1, ενώ στην τελευταία χρησι- 
µοποιήσαμε το διωνυµικό δεώρημα: 


(α -- ϐ)” -- .. (0 ο δον, 


{--0 
Για τον υπολογισμό της διασποράς έχουµε καταρχήν: 


βαα-υ) - Σαα-υ(ο)να- η" 


ν να Ν-ᾱ 
ο Ἱοροισρι 
ο». τα σσ ὰ η 
ο σκι 


- Ν(Ν- Όρρ-ε(α --ϱ)Ι Ξ Ν(Ν -- 0”. 


Π τέταρτη ισότητα προχύπτει µε την αντικατάσταση { -- ὦ-- 2, ενώ η πέµπτη χαι πάλι 
µε χρήση του διωνυμικού θεωρήματος. Με χρήση αυτής της ισότητας, έχουµε 


Ε(Χ2) --Β(Χ(Χ --1))-Ε Ε(Χ) -- Ν(Ν -- 112 ΝΡ, 
χαι τελικά 


ΥΑΗ(Χ) -- Ε(Χ2) -(Ε(1))Σ-- Ν(Ν -- Ὀρ) -- Νρ-- ΝΣΡ -- ΝΡίΙ -- γ). 
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Παρατηρήσεις 
1. Όπως φαίνεται και από την προηγούµενη συζήτηση, µια διωνυµική Τ.Μ. µε παρα- 
µέτρους Ν, Ώ µπορεί να εχφρασὺεί όπως το ἀῦροισμα Ν Τ.Μ. Βοιποι]]1 οι οποίες 
έχουν πιθανότητα επιτυχίας Φ, και αντιστοιχούν σε ανεξάρτητα μεταξύ τους πειρά- 
ματα. 


2. Δεν υπάρχει κάποιος απλός τύπος που να δίνει την διωνυµιχή συνάρτηση κατανομής 
πιδανότητας. Έϊνα παράδειγµα έχει σχεδιαστεί, µαζί µε την αντίστοιχη µάζα, στο 


διχήµα ὃ.9. 


Παράδειγμα 5.2. (Κατανομή μηνυμάτων δγαπι) Από τα μηνύματα ειπαΙ] που λαµ- 
βάνει ένας χρήστης, το 3500 είναι διαφημιστικά μηνύματα 8ραπΙ. Υποθέτουμε ότιτο αν 
χάποιο μήνυμα είναι 8ραΠΙ ή όχι είναι ανεξάρτητο από µήνυμα σε μήνυμα. Ἔϊστω ότιο 
χρήστης λαμβάνει συνολικά 25 απια]] σε µία µέρα, χαι έστω ἅ το πλήθος των 8ΡΔΠΙ 
ανάμεσα σ’ αυτά. 

Ἡ κατανομή της Ἁ εἶναι η διωνυμιχή, µε παραμέτρους Ν -- 25 και ρ -- 0.95, αν 
Ὀεωρήσουμε ότι η λήψη μηνύματος είναι πείραμα που επιτυγχάνει όταν το μήνυμα είναι 
8ΡαΙΠ. Έπσι, για παράδειγµα, η πιθανότητα ο χρήστης να λάβει σε µια µέρα 8, 9 ή 10 
μηνύματα ισούται µε 


Ρ(Χ -- 8.9,10) -- ϱχ(Β) -- ρκ(θ) -- ρχ(10) 


25 25 25 
0.3550.651 0.35)0.6516 0.35100.6515 
8 0 10 
0.465. 


Ποράδειγµοι 5.3. (ΟυεγθοοΚίπᾳ) Ένα αεροπλάνο έχει 200 Ὀέσεις, χαι έχουν γίνει 
χρατήσεις από 210 επιβάτες. ΙΚάὺδε ένας από αυτούς Όα έρθει στο αεροδρόμιο µε πιδανό- 
τητα οαῦς, ανεξάρτητα από τους υπόλοιπους. []οια είναι η πιθανότητα χάποιοι επιβάτες 


Ι 


ὲ 


που Όα φὑάσουν στο αεροδρόμιο να είναι υπεράριὺµοι; 

Παρατηρούμε πως το πλήθος ἅ των επιβατών που Όα προσέλὃουν αχολουδεί διωνυ- 
µιχή κατανομή µε παραμέτρους το πλήθος των ανεξάρτητων πειραµάτων Ν -- 210 χαι 
πιδανότητα επιτυχίας ῥ -- 0.95. Θα έχουµε πρόβλημα υπεράριδµων επιβατών αν προ- 
σέλῦουν 201 µε 210 επιβάτες, δηλαδή αν ἅ 32 201. Η πιθανότητα αυτή µπορεί εύχολα 
να υπολογιστεί από τον τύπο της µάζας της διωνυµιχής κατανομής: 


Ρ(Χ 2201) - Ρ(Χ --201) «Ες Ρ(Χ --201) -Ε-..-Ε Ρ(Χ -- 216) 


210 201 9 210 202 δ 
(οι 00 ϱ.οτῦ ας {ου} 099””30.01 


210 
ο." ( ού ο ρτό 


210 
0.0Υ25. 


ὲ 


6. ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΕΣ 10Υ 


5. Χρήσιμες Ταυτότητες 
Ί]ριν ορίσουµε την γεωμετρική κατανομή, Όα αποδείξουµε µεριχές σχέσεις που εµφανί- 


ζονται συχνά σε σχετικούς της υπολογισμούς. Πιο συγκεχριµένα, Όα αποδείξουµε το 


αχόλουῦο λήµµα: 


Λήμμα 5.4. (ΗΒ γεωμετρική χαι συναφείς σειρές) Ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις, για 
κάθενφεῖξ µε]υ] «1: 


Ἱ 
κ 
ν - ---- ο 


κ--0 
Σ - πσπο (5.2) 
νο ρα (5.9) 


Απόδειξη. Ξεχινάμε από την απλή παρατήρηση ὁότι,͵ για χάδε νε Ἡ, χαι κάδε τι 2 1, 


(αυ να -) 1 -- ν.ἳ.. 


(Αν αυτή η σχέση δεν σας είναι προφανής, αποδείξτε την µε επαγωγή.) Ὑποδέτοντας 
ότι πε 1 και διαιρώντας χαι τα δύο µέρη µε το (1 -- 3). έχουµε τον γνωστό τύπο για 
το ἀῦροισμα των όρων µιας γεωμετρικής προόδου: 


π-ς1 


Ίν Ἱ.-- 
νυν ος σε σώνς για χάδε η ΠΕΙ. 
κ---θ κ 


Αν περιοριστούµε τώρα σε τιµές του 4 µε |] «1, τότε προφανώς το ΙΤ] -- 0 
χαθώς το τι -Σ 9Ο, άρα, περνώντας στο όριο έχουµε: 


τη μι - π-Ε1 
ο ο. οκ ισα 
δι  ΗΠΙ Ὦι ΞξειΗΙ ΞΕ -υ- 
π-ὸοο η-σοο 1 -- υ 1 -- ἵι 1 -- υ 


χαι αποδείξαµε την (5.1). 
Ορίζουµε τώρα τη συνάρτηση 


ο 1 
ον) 5 λα. κ πε, μα... 
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Έχουμε δύο διαφορετικές εχφράσεις για την 6(μ). µια ως σειρά χαι µια «σε χλειστή 
µορφή». Ἆρα μπορούμε να υπολογίσουμε την παράγωγο ϱ (4) µε δύο τρόπους: Αφού η 
παράγωγος ενός αὑροίσματος ισούται µε το ἀάῦροισμα των παραγώγων, 


ο) -- τν ον )- . ς ἂν ο υ- . ιν. - Σ κυνι, 


κ--θ 

αλλά χαι ς ή : 
/ κ καπ μα 
- αίττν) ο ο 


Βξισώνοντας τις δύο πιο πάνω εκφράσεις χαι πολλαπλασιάζοντας χαι τα δύο µέρη µε το 
4. προκύπτει τελικά η (5.2). 
Για να αποδείξουµε την (5.9), ορίζουµε τη συνάρτηση 


ρα 


Ηπαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία μπορούμε να υπολογίσουμε την παράγωγο τῆς 


- Ἱ 
0) 35 νὶ-- «1. 
κξ-ι 


νέας συνάρτησης {(γ) µε δύο τρόπους, ως 


ᾱ ο) ο ᾱ ος . 
ο ΕΠΟΣ ΣΠ Σλοὰ. 
ὅ γι μι ν -] 
α ᾗ Ἱ-- ζωή] -υ 1 
ας αμεσα 
αν ν1 --) (1 --)ή ο ᾱ--) 
Βξισώνοντας όπως πριν τις δύο εχφράσεις για την παράγωγο χαι πολλαπλασιάζοντας χαι 
τα δύο µέρη µε το η, προχύπτει και η (5.9). 


Παρατήρηση: Μπορείτε να βρείτε στην άνω απόδειξη χάποια σηµεία που δεν ήμασταν 
εντελώς αυστηροί; (Περισσότερα σε προχωρημένα μαδήματα μαθηματικής ανάλυσης.) 
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5.4 Γεωμετρική Κατανομή 


Ποράδειγµοι 5.4. (Ακολουδία από ζαριές) Έστω πως ρίχνουμε ένα δίκαιο ζάρι διαδο- 

χικά µέχρι να φέρουμε για πρώτη φορά 6. Το αποτέλεσµα µιας ρίψεως δεν επηρεάζει το 

αποτέλεσµα των επόμενων. Έστω Εν, όπουα -- 1,2,..., το ενδεχόμενο να φέρουμε 6 

για πρώτη φορά στην προσπάθεια Φπ. Θα υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(Ε1). 
Παρατηρήστε πως: 


1 
Επιπλέον, 
Ρ(Η9) -- Ρ(Ε1Ε2) -- Ρ(ΕΙ)Ρ(ΕΙΕΙ) -- 


Μίε παρόμοιο τρόπο, 
Ρ(5) - ΡΙΒΕΡ - ΡΒΟΡΙΜΙΕΟΡΕΙΑΕΟ -(ϱ 
χαι πιο γενικά 
Ρ(Ε9) -- Ρ(ΕΙΕ... Εν τα) Ξ- 
Ρ(ΕΊΡ(Ε/Ε/)...Ρ(ΕΗ ΕΕ). Ε) |) -- ο ἡ ο 


Παρατηρήσεις 
1. Το άνω μαδηµατικό πρόβλημα εµφανίζεται πολύ συχνά, σε πληθώρα εφαρμογών. 
Ουσιαστικά επαναλαμβάνουµε πολλές φορές ένα πείραµα που µπορεί να προχύψει 
αποτυχία ή επιτυχία, µέχρι να έχουµε επιτυχία, χαι µας ενδιαφέρει να μελετήσουμε 
σε ποια προσπάῦεια Όα έχουµε την επιτυχία. Για παράδειγµα: 
(α΄) Κάνουμε παιδιά µέχρι να χάνουμε το πρώτο χορίτοι. 
(93 Δίνουμε ένα µάθηµα µέχρι να το περάσουμε. 


(Υ΄) Στέλνουμε ένα παχέτο σε ένα 86ΙνΕΙ µέχρι να το λάβει επιτυχώς. 


2. Πιο γενικά, έχουµε το ακόλουδο λήμμα. 


Λήμμα δ.5. (Ακολουθία από πειράµατα µέχρι την πρώτη επιτυχία) Έστω πως εκτε- 
λούμε µια ακολουδία πειραµάτων που είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους, µε το καθένα να 
είναι επιυχηµένο µε πιδανότητα Ρ. Έστω Επ το ενδεχόμενο το πρώτο επιτυχημένο 
πείραµα να είναι στην προσπάὔεια α, όπου απ -- 1.2,... Ίότε 


τας ασ δω, (5.4) 
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Απόδειξη. Παρατηρήστε πως 


- Ρ(Ε1)Ρ(Ε:Ε1)... Ρ(ΒΗ ΕΕΣ... Εν 1) τς (1 -- ϱ)ή 


Παρατηρήσεις 


1. ΝΙπορούµε να παρατηρήσουμε πως 


Σαρ ρκΣα- ρκττα-ῃτι 


Στη δεύτερη ισότητα Ὀέσαμε {-- απ -- 1. Στην τρίτη ισότητα, χρησιµοποιήσαµε την 
(5.1) κάνοντας την αντικατάσταση κ --» (1--/), ἆ --» ἱ. Άρα, Όα γίνει πεπερασµένος 
αριῤμός πειραµάτων µε πιθανότητα 1. 


2. Παρατηρήστε πως το άνω λήμμα ισχύει είτε σταµατάµε στο πρώτο επιτυχημένο 
πείραµα, όπως στα άνω παραδείγματα, είτε συνεχίζουμε τα πειράµατα επ’ άπειρον, 
είτε τα σταµατάµε οποιαδήποτε στιγµή µετά την πρώτη επιτυχία. 


Ορισµός δ.3. (Γεωμετρική κατανομή) Μια διακρπή τυχαία μεταβλητή Χ λέμεπως 
έχει γεωμετρική κατανομή µε παράμετρο Ῥ, για κάποιο ρ Ε {0, 1), αν έχει σύνολο τιµών 


το σα ο κα μασα 


ο τι οσο ἵ-- 


Ιπα συντομία, γράφουμε Χ » Γεωμ(γ). 


Λήμμα δ.6. (Ιδιότητες γεωμετρικής κατανομής) Έστω ἄ  Γεωμ(γ). 
1. Για κάθε ακέραιο πι 2 0, ισχύει ότι Ρ(Χ πι) Ξ (1 --)"". 
2. Η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας της ἅ ισούται µε 
Παρ -- 
0, αι, 
ὃ. Η µέση τιµή της Χ ισούται µε Ε(Χ) Ξ 1/Ρ. 
4. Η διασπορά της Χ ισούται µεΝΑΠ(Χ) -- (1 --ϱ)/’. 
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. 2 95 4 5 6 7 δ 9 10 


Σχήµα 6.4: Η µάζα χαι η χατανοµή µιας γεωμετρικής Τ.Μ. µε παραμέτρους ϱ -- 0.5. 


ὅ. Για κάθε ζευγάρι ακεραίων πι 2 1 και 3 0: 


τα αν. το ος 
κ ο ων αἱ ο τω 
ο ο η ο δν ας 


Απόδειξη. 1. Η περίπτωση Ίτι -- ϐ εἶναι προφανής. Αν τώρα πι 3» 0, παρατηρήστε πως 
Όα έχουµε ἃ Ἄ πι αν και µόνο αν οι πρώτες πι προσπάδειες είναι όλες αποτυχίες. 
Αυτό γίνεται µε πιθανότητα (1 -- ϱ)'"'. 

2. Παίρνουμε περιπτώσεις: όταν { «1, προφανώς Εχ(α) Ξ Ρ(Χ «α)-0. Ανπάλι 


το 3 εἶναι θετικός ακέραιος, τότε 


1ο 
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από το προηγούμενο σχέλος. Τέλος, αν το 3 ὰ 1 αλλά όχι ακέραιο, τότε απλώς 
παρατηρούμε πως, αφού το ἈΧ είναι ακέραιο, Όα έχουµε Χ -« ὦ αν χαι µόνο αν 
Χ - |α], άρα χαιπάλι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την άνω σχέση. Η κατανομή 
χαι η µάζα έχουν σχεδιαστεί στο Σχήµα ὅ.4 για την περίπτωση ῥ -- 0.5. 


. Παρατηρούμε πως 


Επ) χα» αρ τρ αα -ϱ) 
Γ Ἱτο., οἳ ο 


Χ απ. 2 
ορ α-α-ρ Ὢ 
όπου στην δεύτερη από το τέλος ισότητα εφαρµόσαμε την (5.2) µεκ-»ᾳ, -ὃ 
1 -- ϱ. 


. Παρομοίως, 


Β(Χ3) - »αδρχ(α)-δ αι -- ϱ) τρ-- το ᾷ --ρ)” 


ρ ορ: αρρ 


Πορ πρ δν 


2-ρ 1 1--ϱ 
Ε(Χ3) -ΙΕ(Χ)Ξ 9 σας 9 
ϱ ϱ ϱ 
Στην πρώτη ισότητα της δεύτερης γραμμής εφαρµόσαμε την (0) µε σα, -ὃ 
1 -- ϱ. 


ΨΛΗ(Χ) 


. Θα αποδείξουμε µόνο την πρώτη ισότητα, χαθώς οι αποδείξεις των άλλων εἶναι 


παρόμοιες. Απλώς παρατηρούμε πως 


. ο Ε(Χσπιγτ,ὰ Ἔπ) Ρ(Χ πι Γπ 
κ ποο κ, Ρ(Χ 5 π) στ ΕΣ 5 π 
Ρ{1 μα. πι ἶ - 


Δηλαδή από την πρώτη ισότητα προχύπτει ότι η πιθανότητα Ρ(Χ Ξ πιπιΧ ὸ π) 


είναι ανεξάρτητη του Τι χαι ίση µε Ρ({Χ Ξ- πι). Παρόμοια εξηγούνται χαι οι άλλες 
ισότητες. 

Διαισθητιχά, αν γνωρίζουμε ότι είχαµε στην αρχή Τι αποτυχίες, τότε η περιγραφή 
που πειράματος από εχεί και πέρα είναι ίδια µε την αρχική περιγραφή του πειράµατος. 


Η ιδιότητα αυτή καλείται έλλειφη µνήµης. 
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Παράδειγμα 5.6. Σε ένα Ἰβοά 5ΠπΗ]ο υπάρχουν 100 τραγούδια, που παίζονται µε 
τυχαία σειρά, χαι χάδε τραγούδι επιλέγεται µε πιθανότητα 1/100, και ανεξάρτητα από 
τις προηγούμενες επιλογές. Από τα 100 τραγούδια, τα Τθ είναι της Τιαάγ (ααρα χαι τα 
ὅ0 του Βασίλη Ικαρρά. 

Έστω πως αχούµε τρία τραγούδια στην τύχη. Παρατηρούμε πως το πλήθος ἅ των 
τραγουδιών της Γαάγ (π.αρα που επιλέξαμε έχει κατανομή ἅ ”» Διων(ὸ, τ0/100). Σνυ- 
νεπώς, η πιθανότητα να επιλέξαμε τουλάχιστον 2 τραγούδια της Τιαάγ (ἄ.ρα είναι 


Ρ(Χ322) - 1- Ρ(Χ «2) --1-- ρχ(θ) -- ρχ(1) 
1 -- (ο) (ο. (0.3)5 -- ῷ) (ο. 1(0.3)3 5» 0.784. 


Το µέσο πλήθος τραγουδιών της Τ/Δ4γ («αρα που επιλέξαμε είναι Ε{Χ) -- 3χ τη 1, 

Τέλος, αν συνεχίζαµε να ακούμε τραγούδια (πάλι µε επανατοποῦέτηση) µέχρι την 

πρώτη φορά που αχούγαµε της Ἰαάγ (ααρα, τότε το συνολικό πλήθος, έστω ὄ, των 

επιλεγμένων τραγουδιών ὃα είχε κατανομή ὄ » Γεωμ(τθ/ 100), και κατά µέσο όρο Όα 
100 


επιλέξουμε Ε/{Ζ) -- πο τραγούδια. Επιπλέον, από την ιδιότητα έλλειψης µνήµης έχουµε 


Ρ({Ακούσαμε ὄ|Αχούσαμε πάνω από 9) 


ος 


Το. Το 
)κ 


ο πα 
οσο ) 100) ο 100 


Παράδειγμοι 5.6. (Χαλασμένο τηλέφωνο) Σε µια τηλεφωνική συνομιλία, χατά τη 
διάρχεια χάδε λεπτού υπάρχει µια πιθανότητα 0.06 να «πέσει» η γραµµή. Υποθέτουμε 
πως η συμπεριφορά της τηλεφωνικής γραμμής από λεπτό σε λεπτό είναι ανεξάρτητη. Θα 
απαντήσουμε τα αχόλουδα: 


1. Ποια η πιθανότητα να πέσει η γραµµή για πρώτη φορά κατά το 5ο λεπτό της 
συνομιλίας; 


2. Ποια η πιθανότητα να µην έχει πέσει η γραμμή χατά τα πρώτα 140 λεπτά της συνο- 


µιλίας; 


νὰ χὶ / / α. οι δι η ὃ νά 
ὃ. Με δεδομένο ότι η γραµµή δεν έχει πέσει το πρώτο μισάωρο, ποια εἶναι η πιθανότητα 
να πέσει το 9690 λεπτό; Ποια η πιδανότητα να µην έχει πέσει κατά τα πρώτα 46 
λεπτά; 


Έιστω ἅ Τ.Μ. που δείχνει σε ποιο λεπτό τῆς συνομιλίας έπεσε η γραμμή. Η Χ 
αχολουδεί την γεωμετρική κατανομή µε παράμετρο επιτυχίας ῥ -- 0.05, αφού χάδε 
λεπτό αποτελεί ανεξάρτητη δοχιµή Βοιποι]1 µε πιθανότητα επιτυχίας ῥ -- 0.05. Εδώ, 
επιτυχία σηµαίνει να «πέσει» η γραμμή. 


114 ΚΕΦΑΛΑΙΟ δ. ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΠΕΡΠΙΓΩΣΙΕΙΣ ΔΙΑΚΡΙΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 


1. Π ζητούµενη πιθανότητα είναι 
Ρ(Χ --5) -- (1 --ο.05)4 κ 0.05 5: 0.0407. 
2. Η γραµµή δεν Όα πέσει τα πρώτα 10 λεπτά αν χαι µόνο αν έχουµε 10 αποτυχίες 
στη σειρά, δηλαδή 
Ρ(Χ 5 10) -- (1 -- 0.05) 59 5“ 0.5987. 
ὃ. Χρησιμοποιώντας την ιδιότητα της απώλειας µνήµης, άµεσα προχύπτει ότι οι ζη- 
τούµενες πιθανότητες ισούνται µε αυτές των πρώτων δύο σχελών. Πιο αναλυτικά: 

Ρ(Χ -- 35ΙΧ 5 50) - Ρ(Χ --5) -- (1 -- 0.08)” χ 0.05 0.0401, 

Ρ(Χ Ξ 40ΙΧ 5 30) - Ρ(Χ 5 0) --(α -- ο.08)19 -- 0.5987. 
Ποράδειγµοι ὅ.τ. (Υπολογισμός παραμέτρου γεωμετρικής κατανομής) Ένστω ότι µια 
Τ.Μ. Χ έχει γεωμετρική κατανομή, χαι γνωρίζουμε ότι η πιθανότητα Ρ(Χ «ὅ) - 50ὔ. 
Με βάση αυτό το στοιχείο, Όα βρούμε τη µέση τιµή χαι τη διασπορά της. 

Έϊστω ῥ η παράμετρος της Χ. 
ωρα ο δα ο ο ο ος 
1-0. Ξ--1--0.5Η/45-0.1591. 


1 1 Όσρι, απ ςὈος) 
-- -6.2520, ΝΑΗ(Χ) - -- 
ρ. 1 -- 0.514 (1) ρ3 (1 -- 0.51/492 


Ε(Χ)Ξ ο ος ροπά 
Παράδειγμοι δ.δ. (Δύο εππυχίες) Ένα πείραμα µε πιθανότητα επιτυχίας ῥ εκτελείται 
διαδοχικά, µέχρι να έρθει η δεύτερη επιτυχία. ΄Ἔιστω Χ η προσπάδεια στην οποία Όα 
έρθει η δεύτερη επιτυχία. Θα προσδιορίσουµε την κατανομή Ρχ(ᾳ) της Χ. 

Παρατηρούμε καταρχήν ότι ὃχ Ξ {2.5,...}. Έστω Α το ενδεχόµενο να έχουµε 
αχριῤώς µια επιτυχία στις πρώτες 3 -- ἶ προσπάδειες, χαι έστω Β το ενδεχόμενο να 
έχουµε επιτυχία στην προσπάδεια Φ. Παρατηρήστε πως ἅ -- 9 ανν συμβούν χαι τα δύο 
αυτά ενδεχόμενα, τα οποία επιπλέον είναι ανεξάρτητα. Επομένως, 


χα) -' Ρίά πα) ΞΡ(ΔΒ) Ξ ΡΑΡ(Ρ 
6 : "αι -- ϱ): Τρ το ι : να - ρ - (α - ρα . ϱ) να 


Π τέταρτη ισότητα προέχυψε µε χρήση τῆς διωνυµικής κατανομής. 
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5.5  Ὑπεργεωμετρική ΙΚκατανομή 


Λήμμα δ.Τ. (Δειγματοληψία χωρίς επανάθεση) Έστω πως 


; : ῄ τα Κ είναι τύπου |, 
από Ν αντικείµενα όπου : : 
τα Ν -- Κ είναι τύπου ΠΠ, 


επιλέγουμε τυχαία πι, χωρίς επανατοποὔθέτηση, και χωρίς να υπάρχει κάποια προτίμηση 
στην επιλογή ορισμένων εξ αυτών. Υποθέτουμε πως 


ο ο ών αν ην 


ϱ) αριθµός Χ΄ των αντικειμένων τύπου [ που βρίσκονται στα τι που επιλέζαμε λαμβάνει 
τιµές στο σύνολο των ακεραίων δχ Ξ ἠπιαχίθ,τ --(Ν -- λεν νπαϊπ{Κ,τπ}}, και 
επιπλέον, αν 3 6 ῶχ, τότε 


ν-η- ο) 


Απόδειξη. Ο αριῤμός 3 απὀ αντιχκείµενα τύπου 1 που επιλέγουμε πρέπει να είναι το πολύ 
ίσος µε τον αριὺµό ἆ των αντιχειµένων τύπου 1 που υπάρχουν χαι τον συνολικό αριθμό 
πι αντικειμένων που επιλέγουμε. Ἠπιπλέον, δεν µπορεί να είναι αρνητικός. έλος, αν 
πι ὸΣ Ν -- ᾱ, δηλαδή επιλέξαμε περισσότερα αντιχείµενα από τα αντικείµενα τύπου ῇ, 
είναι βέβαιο πως πήραμε τουλάχιστον πι--(Ν -- κ) τύπου 1. Άρα, το Φχ είναι ως άνω. 
/' / / / νο / νϕ 
Βστω τώρα 3 6 ὢχ. Παρατηρούμε πως ο δειγµατιχός χώρος περιλαμβάνει συνολικά 
Ν ; 
συνδυασμούς. Για να υπολογίσουμε το πλήδος των συνδυασμών που καταλήγουν 
/ / / { [ο { / 
σε 2 αντικείµενα τύπου 1, παρατηρούμε πως έχουµε (ὁ) επιλογές για το ποια αντικεί- 
τὴ 4 Ν--ἕ { / / / 
µενα τύπου 1 δα επιλέξουμε, χαι ο) επιλογές για τα αντικείµενα τύπου Ἡ. Από την 


πολλαπλασιαστική αρχή, προχύπτει πως υπάρχουν τελικά ο πο συνδυασμοί µε 3 


αντιχκείµενα τύπου 1, χαι η πιθανότητα να προχύφουν 3 αντικείµενα εἶναι ως άνω. 
Ορισµός 5.4. (Υπεργεωμετρική κατανομή) Μια διακρπή Τ.Μ. Χ ακολουθεί την 
υπεργεωµετρική κατανομή µε παραμέτρους Ν, ἅ και τι, όπου 
κ ο τα. ας ο Νο πα ο 
αν έχει µάζα και σύνολο τιµών τα ακόλουδα: 
αωςν 
αμα 


Για συντοµία, γράφουμε Χ » Ὑπερ(Ν, Κ,π). 


ΠΕ ῶχς ἠπαχίθ,π--(Ν -- κ) 


Ἱ 


ρχ(α) - ο Ἱπα επι. 
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Σχήµα 6.5: Η µάζα χαι η χατανοµή µιας υπεργεωμετρικής Τ.Μ. µε Ν -- 40, ᾱ -- 20, π -- 16. 


Παράδειγμα ὅ.9. Ἠστω πως επιλέγουμε τυχαία τρία φύλλα από µια συνηδισµένη 
τράπουλα. Ποια είναι η πιθανότητα να επιλέξαμε ακριβώς µία φιγούρα; Αν ορίσουµε την 
Τ.Μ. Χ ως το πλήδος από φιγούρες που επιλέξαμε, τότε (αφού η τράπουλα περιέχει 12 
φιγούρες) η Χ΄ έχει κατανομή Ύπερ(52, 12, 9) και η ζητούµενη πιθανότητα ισούται µε 


ᾱ] τα 
Ρ(Χ --1) -- ρχ(1) -- πρ 5 0.42935. 
(3) 

Ποράδειγµοι 5.10. (Μπι ετῖέ ροἱ1) Σε ένα σύλλογο που αποτελείτε από 100 άτοµα, 
χατατίθεται προς ψήφιση µια πρόταση υπέρ τῆς οποίας ψηφίζουν 60 άτοµα. Προ της 
χαταµέτρησης, ερωτώνται τυχαία ὅ άτοµα τι ψήφισαν. Ποια η πιθανότητα η πλειοψηφία 
αυτών να ήταν χατά της πρότασης, χαι έτσι να αποχτήσουµε τη λάδος εντύπωση για το 
τελικό αποτέλεσµα; 


/ ο / { / / / 
Για να απαντησουµετο ανω ερωτημα, εστω Χ το πλήθος των ατοµωνπου ερωτήδηκαν 
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χαι ψήφισαν κατά. Παρατηρούμε πως Χ » Ύπερ(100, 40, 6), και επομένως 


Ε(Χ 5 9) Ρ(ΧΞ53)--Ρ(Χ Ξ34) -- Ρ(ίΧ Ξ 5) 
40} (100--40 40} {100--40 40} {100--40 
«ὤσο σοι ὥσῦ 
Λήμμοαι 5.δ. Έστω Χ » Ὑπερ(Ν, Κ.π). Η µέση τιµή της ισούται µε Ε(Χ) Ξ πΚ/Ν 
και η διασπορά της ισούται µε ΝΑΒ/(Χ) -- ΙπΚ(Ν -- Κ)(Ν --α))/ΝΖ(Ν -- 1. 


Ἐκ θοοῦ. 


Παρατήρηση: Με την θεωρία που έχουµε αναπτύξει µέχρι τώρα, η εύρεση τῆς µέσης 


τιµής χαι της διασποράς είναι χρονοβόρα, χαι προς το παρόν αναβάλλεται. 
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5.6 Κατανομή Ροϊδβοι 


Σε αντίθεση µε τις κατανομές που έχουµε δει µέχρι τώρα, η χατανοµή ΕΟΙΡΕΟΠ δεν 
προχύπτει άµεσα από χάποιο μοντέλο σύνῦετου πειράµατος. Όμως είναι εξαιρετικά 


χρήσιμη γιατί: 
1. Ὡμφανίζεται ως όριο της διωνυµιχής όταν έχουµε πολύ µεγάλο αριὺμό πειραµάτων 


/ / / / { 
με πολύ μικρη πιδανότητα επιτυχιας το χαθένα. 


2. Επιπλέον, έχει ορισμένες πολύ χρήσιμες ιδιότητες που την καθιστούν εξαιρετικά 
χρήσιµη στην θεωρητική ανάλυση αλγορίθμων. Μερικές από αυτές τις ιδιότητες 
Όα τις δούµε σύντομα. 


»,ημειωτέον, υπάρχουν πολλά παραδείγµατα περιπτώσεων όπου έχουµε πολύ µεγάλο 
αριθμό πειραµάτων µε µικρή πιδανότητα επιτυχίας. Για παράδειγµα: 
1. ΓΚάὺδε µέρα πετούν πολλά αεροπλάνα, χάδε ένα από τα οποία ὃα πέσει µε πολύ µικρή 
πιθανότητα. 
». Κάὺε άνῦρωπος παίρνει στη διάρχεια της ζωής του πολλές φορές το αυτοχίνητο, 
χαι η πιθανότητα να τραχάρει χάὺδε φορά είναι πολύ µικρή. 
ὃ. Μπισκεπτόμαστε το Ιπίειπεί πολλές φορές στη διάρχεια ενός χρόνου, αλλά η πι- 


Ὀανότητα να επισχεφτούµε το νηνυ.εχροά]α.ΕΟΠΠ είναι πολύ µικρή κάὺε φορά. 


4. Ὑπάρχουν πολλοί χρήστες στο Ιηϊοτηεί, αλλά ο καθένας τους ὃα επισκεφτεί την 
σελίδα µας µε πολύ µικρή πιθανότητα. 


Ορισµός 5.5. (Κατανομή Ροΐββοπ) Μια διακριπή τυχαία μεταβλητή Χ΄ ακολουθεί 
την κατανομή ΓΒοΐβδδοτι µε παράµετρολ Ἔ 0, ΑΕ ΤΝ, όταν το σύνολο τιµών της είναι το 
ΟχΧΞΊ{Ο,1,2,...} και η µάζα της ισούται µε 
.. 
οί ο) ο πι Ὁ οσα ο, ο 
Γράφουµε Χ  Ροϊβδοπ(λ). 


Παρατηρήσεις 


1. Παρατηρήστε πως 


ο 


ο ος δα. Ξ-- ον τ -6 ΆἍχελ-- 1, 
--θ : α--θ 


π--θ 
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Σχήµα 6.6: Π µάζα χαι η κατανομή µιας Τ.Μ. Ῥοΐϊδδοη µε παράμετρο λ-- 4. 


όπως πρέπει, για να είναι η ρχ(3) µάζα. Χρησιμοποιήσαμε τη γνωστή δυναµοσειρά 


-- 
ε η λε]. (5.5) 
2. Στο Σχήµα 9.6 έχουµε σχεδιάσει την µάζα χαι την κατανομή µιας Τ.Μ. Εοΐβδοι 
µε παράμετρο Αλ -- 4. 


Θεώρημα 5.1. (Π κατανομή Ροϊδδοη προσεγγίζει την διωνυµιχή κατανομή) Έστω 
διωνυµική Ι.Μ. Υ µε παραμέτρους Ν καιῃρ -- 3, όπου λ Ἔ 0. Καδώς το Ν τείνει 
στο άπειρο, η µάζα της Υ συγκλίνει στην µάζα µιας Ί.Μ. Χ µε κατανομή Βοΐβδοτ και 
παράμετρο Ἀ, δηλαδή 


ρνίπ)- (9) (ϱ) α-ἡ)  ορσώ «ελ, 


καδώς το Ν --»οο. 
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Απόδειξη. Παρατηρούμε πως: 


ντ (0 0) 6) τπεπνε(ι-Ἡ) 


ο ο ο . κ. (ι-ὰ) κα 


Το άνω γινόμενο περιλαμβάνει 4 όρους, εχ των οποίων ο πρώτος τείνει στο 1, καθώς είναι 


ρητή συνάρτηση µε ίσους μεγιστοβάῦμιους όρους στον αριὐμητή χαι τον παρονομαστή. 


Ο) δεύτερος τείνει στο τα 


ζ. / / 7. ιά 
µονάδα. Ἆρα τελικά προχύπτει το ζητούμενο. 


, σύµφωνα µε γνωστό όριο, ενώ ο τρίτο τείνει προφανώς στη 


Παρατηρήσεις 


1. Ἡ ύπαρξη αυτής της προσέγγισης είναι χρήσιμη για δύο λόγους. Πρώτον, γιατί σε 
ορισμένες περιπτώσεις μειώνει σηµαντικά τον αριὺµό των πράξεων. Δεύτερον, γιατί 
μας επιτρέπει, σε ορισμένες περιπτώσεις που εμφανίζεται η διωνυμική κατανομή, 
γα εισάγουµε την κατανομή ΓΟἴβδοῃ χαι να χρησιμοποιήσουμε τις πολύ χαλές τις 
ιδιότητες. 


2. Πρακτικά, όταν έχουµε να υπολογίσουμε τη µάζα µιας διωνυµικής Τ.Μ. όπου ο 
αριῤμός των πειραµάτων είναι πολύ μεγάλος, π.χ., μεγαλύτερος του 100, η πιδανό- 
τητα επιτυχίας του χάδε πειράµατος } είναι πολύ µικρή, π.χ. µιχρότερη του 1/25, 
χαι το γινόμενο ΝΡ είναι της τάξης του 1, τότε μπορούμε να χρησιμοποιούμε την 
µάζα της χατανοµής ΕΟΙΡΕΟΠ αντί για τη µάζα της διωνυµικής κατανομής. Δείτε 
το επόμενο παράδειγµα. 


Παράδειγµοι 5.11. (Επιθέσεις μηνυμάτων 6ραπι) Έννας Νιγηριανός που μόλις χλη- 
ρονόµησε 109 ευρώ στέλνει ένα ια! στους 10 χιλιάδες λογαριασμούς του ἀἆοπιαίῃ 
α119ῦ.6τ, ζητώντας τον αριθμό της πιστωτικής κάρτας του παραλήπτη. Από προηγούµε- 
νες προσπάδειές του γνωρίζει ότι οι διαφορετικοί χρήστες ανταποκρίνονται ανεξάρτητα 
ο ένας απ΄ τον άλλον, χαι η πιδανότητα να απαντήσει κάποιος µε τα ζητούμενα στοιχεία 
είναι 0.01550. Ποια η πιθανότητα να του απαντήσουν τουλάχιστον τρεις χρήστες; 

Έστω Χ το πλήθος των χρηστών που ανταποκρίνονται στο οιιαΙ]. Το Χ εχφράζει 
το πλήθος των «επιτυχιών» σε Ν -- 10 χιλιάδες όμοια, ανεξάρτητα πειράµατα, που το 
χαθένα έχει πιδανότητα επιτυχίας ῥ-- 0.00018. Συνεπώς Χ »ν Διων(10000, 0.00015). 

Επειδή το γινόμενο ΝΟ -- 10000 κ 0.00015 -- 1.δ εἶναι της τάξεως του 1, μπορούμε 
να προσεγγίσουμε την χατανοµή της Χ΄ µέσω της Ροϊβεοπ(λ),µελ- ΝΡ-- 10000 κα 
0.00018 -- 1.δ. Από τον τύπο της µάζας της χατανοµής ΕΟΙΡΡΟΠ έχουµε 


ον ο ορ ο νο αρα  πδε 


1.80 1.81 1.82 
π .... ππ.. ες. σπ 0.26093749. 


ὲ 

Εν 
| 

Ἡ 
ει 
οο 
| 
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Δεδομένου του μηδαμινού χόστους τῆς αποστολής των μηνυμάτων, η πρόβλεψη για τον 
χληρονόμο δεν είναι κι άσχημη] 
Χωρίς την προσέγγιση, ὃα είχαμε: 


ρω ε Ὁ ρεςδΕιςραεςῶς ρς ΕΝ. βίκεὈ 


10000 10000 
ασ )α οσοι - { ο ο. 
10000 
-{ : πο ο 


Άρα σε αυτή την περίπτωση η προσέγγιση είναι εξαιρετικά ακριβής. 

Ποράδειγµοι δ.12. (Σιυλλέκτης κουπονιών) Ἐιστω πως έχουµε αγοράσει από το 
περίπτερο, χατά τη διάρχεια του χρόνου, 200 φακέλους που περιέχουν ειχόνες ποδο- 
σφαιριστών. Υπάρχουν συνολικά 100 εικόνες, και κάθε φάχελος είναι εξίσου πιθανό να 
περιέχει µια οποιαδήποτε από αυτές. Ποια η πιθανότητα να έχω { φορές την εικόνα ενός 
συγκεκριμένου ποδοσφαιριστή; 

Για να απαντήσουμε το ερώτηµα, φανταστείτε πως έχουµε 200 ανεξάρτητα πειράµατα, 
χαθένα µε πιθανότητα επιτυχίας 1/100. Άρα, ο αριθµός των φορών Χ που θα έχουµε 
επιτυχία δίνεται από την διωνυµική κατανομή µε παραμέτρους Ν -- 200, ρ -- 0.01. Λόγω 
τῆς επιλογής όµως των παραμέτρων, μπορώ να χρησιμοποιήσω την προσέγγιση ΓοΙβΒβοῃ. 
Δείτε τον παρακάτω πίνακα: 


α | Ῥχία), Διωνυμιχή | ρκ(ᾳ), Ροΐβδοι 
0 0.1940 0.1959 
1 0.210Υ 0.210Υ 
2 0.220 ας 
9 0.1814 0.1504 
4 0.0502 0.0902 


Λήμμα 6.9. (Ιδιότητες κατανομής Ροϊβδδοπ) Έστω Τ.Μ. Χ »» Ροϊδεοπ(λ). 
Εν) -- 
ισα --- 

Απόδειζη. Ἰ. 


ΒΑ) 


[ 
ὑΊε 
δἃ 
σσ 
. 
ας 
[ 
ὑΊε 
σσ 
ον 
| 


λα] λα 

3 -λ ---- ο αλ λ.--- 

-- ἐἔ λ οππιμή . πα λα κ 
κα --- 1” -- 
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Στην τέταρτη ισότητα χάναµε την αντικατάσταση {--σ--1. Στην πέµπτη, κάναμε 
χρήση της (5.5). 
2. Με παρόμοιο τρόπο, καταρχήν υπολογίζουµετο Ε(Χ(Χ --1)): 


ο ο υ--υ- --- 
Ε(Χ(Χ --1)) Ξ πα -- 1) ππ ὃ. π(ᾳ-- 1) η 
ο ϱ-λλὸ νο . ολλ2 ων. ος ρλλλρλ-- λ2. 
--2 


Ἀτην τέταρτη ισότητα χάναµε την αντικατάσταση /-α-- 2. Στην πέµπτη, χάναµε 
χρήση της (5.5). Ακολούθως, έχουµε: 
Ε(ΧΞ) 5 Ε(Χ(Χ--τ)-- Ε(Χ)Ξλ7 Ελ, 
νΛΕ(Χ) - Ε(Χ3) --(Ε()-- 1) λ--λ)--λ. 
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ο. Παραδείγµατοι 


Ποράδειγµοι 5.139. (Διάφορες κατανομές) Παρακάτω ορίζονται κάποιες Τ.Μ. Για 
την χάδε µία, ὗα περιγράψουμε την κατανομή της χαι τις αντίστοιχες παραμέτρους. 


1. Ρίχνουμε διαδοχικές (ανεξάρτητες) ζαριές µε δύο ζάρια, µέχρι την 11 φορά που ὃα 
φέρουμε διπλή. Έστω Χ το συνολικό πλήθος από ζαριές που ρίξαµε. 


2. Ἠπιλέγουμε στην τύχη, µε επανατοποδέτηση, ϐ φύλλα από µια τράπουλα. Έστω 
ἅΧ το πλήδος από χούπες που επιλέξαμε. 


9. Όπως στο (β3, αλλά χωρίς επανατοποῦέτηση. 


4. Ῥίχνουμε 20 φορές ένα χέρµα µε πιθανότητα χορώνας Ρ(Η) -- 0.3. Έστω Χ το 
πλήθος των φορών που φέραμε γράμματα. 


Έχουμε, χατά περίπτωση: 


1. Ἡ Χ αχολουδεί τη γεωμετρική κατανομή µε παράµετρο Ρ Ξ- 1/6 αφού η πιθανότητα 
να φέρουμε διπλή είναι 1/6, χαι τα πειράµατα (δηλαδή οι διαδοχικές ζαριές) είναι 
ανεξάρτητα μεταξύ τους. 


2. ΗΒ Χ αχολουδεί τη διωνυµική κατανομή µε παραμέτρους Ξθχαιρ-- 1/4, αφού 
έχουµε το πλήθος επιτυχιών σε Ν -- 6 όμοια, ανεξάρτητα πειράµατα µε πιδανότητα 
επιτυχίας ῥΞ 19/52 1/4. 


9. Η ἅ αχολουδεί την υπεργεωµετρική χατανοµή µε παραμέτρους (52, 19, ϐ) αφού 
επιλέγουμε χωρίς επανατοποδέτηση ϐ φύλλα απ΄ τα 52 που έχει συνολικά µία τρά- 
πουλα, χαι εχ των οποίων τα 19 είναι κούπες. 


4. Ἡ Χ αχολουδεί την διωνυμµιχή κατανομή µε παραμέτρους Ν -- 20 και ρ -- 0.7, 
αφού ἅ είναι το πλήδος επιτυχιών σε Ν -- 20 όμοια, ανεξάρτητα πειράµατα µε 
πιθανότητα επιτυχίας την πιθανότητα να φέρουμε γράμματα Ρ(Τ) -- Ι--0.5 -- 0.1. 


Παράδειγµοι 5.14. (Ουρά σε τράπεζα) Σε µια τράπεζα, κάθε πεντάλεπτο υπάρχει 
πιθανότητα ὅο να έρθει ένας νέος πελάτης. Ὑποδέτουμε πως οι αφίξεις πελατών σε 
διαφορετικά πεντάλεπτα είναι ανεξάρτητες, χαι ορίζουμε ἅ το πλήθος πελατών που 
έφτασαν τις πρώτες 2 ὧρες χαι Υ΄ το πρώτο ὄλεπτο χατά το οποίο έφτασε πελάτης. 
Αγνοούµε το ενδεχόμενο να έρδουν 2 ή περισσότεροι πελάτες σε χάποιο πεντάλεπτο. 
Θα απαντήσουμε στα αχόλουῦα: 


1. 1]οια είναι η κατανομή του Α; 


2. Ποια πιδανότητα να έρθουν ακριβώς ὁ πελάτες τις πρώτες δύο ώρες. 
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9. ]]οια είναι η χατανοµή της Υ;; 


4. Κατά µέσο όρο πόσα πεντάλεπτα Όα περιμένουν οι υπάλληλοι µέχρι την άφιξη του 
πρώτου πελάτη; 
ὅ. Δεδομένου ότι δεν ήρθε χανείς τις πρώτες 2 ὧρες, ποια είναι η πιθανότητα να µην 
έρθει χανείς χαι χατά την επόμενη μισή ώρα; 
Έχουμε, κατά περίπτωση: 
1. Οι 2 ὧρες έχουν 24 πεντάλεπτα, χι εφόσον η πιθανότητα επιτυχίας σε χάδε πεντά- 


λεπτο, δηλαδή να έρθει ένας νέος πελάτης στο πεντάλεπτο, είναι 0.05. ὃα έχουµε 
Χ «Διων(24, 0.05). 


2. Η πιδανότητα να έρθουν αχριβώς ὁ πελάτες τις πρώτες δύο ώρες εἶναι 
24 
Ρ(Χ -- 8) -- ρχ(8) -- ) (0.05)3(1 -- 0.05)31 3 5» 0.0862. 


ὃ. Π Υ΄ περιγράφει τη χρονική στιγµή της πρώτης επιτυχίας, άρα έχει γεωμετρική 
χατανοµή µε παράμετρο Ρ -- 0.05. 


4. 0 µέσος χρόνος που Ὅα περιμένουν οι υπάλληλοι µέχρι την άφιξη του πρώτου 
πελάτη είναι η µέση τιµή της Υ.. Έχουμε: Ε(Υ) -- 1/0.05 -- 20 πεντάλεπτα. 


ὅ. Παρατηρήστε ότι οι 2 ὧρες έχουν 24 πεντάλεπτα χαι οι 2.5 ώρες έχουν ὁθ πεντά- 


λεπτα. Λόγω της ιδιότητας έλλειψης µνήµης έχουµε: 
αν ρα ας. πα αν ο ρα ης παρα» 
(1 --0.05)6 5. 0.351. 


Παράδειγμα δ.15. (]έσσερα ζάρια) Παίζουμε το εξής παιχνίδι Ρίχνουµε τέσσερα 
ζάρια συγχρόνως, χαι κερδίζουμε όταν έρθουν ϐ Χαι τα τέσσερα. Ἠπαναλαμβάνουμε 
το ἴδιο πείραµα 1000 φορές. Θα υπολογίσουμε την πιδανότητα στα 1000 παιχνίδια να 
χερδίσαµε αχριῤώς δύο φορές. 

Έστω Χ το πλήθος των φορών που χερδίσαµε. Η κατανομή της ἅ είναι διωνυμική, 
µε παραμέτρους Ν -- 1000 καιρ-- ο. Ξ 1/1296. Άρα, 


1000 ... δν 
ρα τρθςς ων ο το πας 
α--- (ος σα) [1- τας) 


Ἠναλλαχτικά, παρατηρούμε ότι το Ν εἶναι αρχετά µεγάλο, το Ρ εἶναι αρχετά μικρό, χαι 
ΝΡ τομ -- 0.16. Συνεπώς, μπορούμε να προσεγγίσουμε την χατανοµή µε την 
χατανοµή Ῥοϊββοη µε παράµετρο λ-- 0.(Γ16. Με βάση αυτή την προσέγγιση, έχουµε: 
0.7Τ162 

2] 


Ρ(Χ -- 2) -- εκρ(--0.Τ716) κ -” 0.13Τ611. 
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ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


δ.{, 


Να, 22119χ ορ Φιββίιλα:ς 11ο ΘΟΧΟΜΤΙ 


Ὅοο {- Α/ ΤΟΧ Λ/Υ 


Ισ /ογκ. 9 ως (4) κά 


-- αἱ Αονο ΞΧΙΠΟΛΩΙΟ 941 μοιλλδοοὸ ε Ἕ ποςςτο 
ο 53 9 20061 ΧΞ(Χ)ΗΥΛ οι εμρὶ-- ας ιο 
“3ΠΙΟ3ΦΥΊΙ9 ΟΟΝ τν Ὃἱ ΟΥ ] ΟΥ 
αν ΑΩΑΦΠΙΘΧΊΙΛΟ ΔΩ ΦΟΥΝ Οἱ ΊΟΛ δα 
-Ί Χ οἵἹ, Ἱ αΟΝΩ1 ΤΟΛΙΦ 3 ΚΦΙΟΝΟ ΛΩι 
Χ9 Α/ 03 ὨΛΘΠΙΞΧΙΛΛΟ 11 ΞΠΩΟΛΦΥΙΠ πο Ξ(Χ)ΠΥΤΑ Μπ (χ)π ο ο... ὑμχιονβήωβλὸςν 1. 
(ασ) τα ]σεαῃ --ἂς 
-ᾱ ΟΙΧΩΛΊΗ9 Ὃν 
-πολο(ΙΝ αἳ ΛΩιρΠΦΟΙΞΗ ΛΩΙΟΠΟ Λῶι 
«19 99ΛΟ Ὁ]ΛΟΟΥΟΧΟ 390 ΦΙΧΩΛΗ9 μι ὄτ-εἰά--τ) --(8)ά 
-φὸν ΔΑ: ιΧφβῆ κωιβρονοοὸν 5οηριὸν | αά/(ἆ-- τ) 5 (α)ΗνΑλ |! ἄ/τΞξ(χ)π οίρς ας μχ1ὸΥΞΠΦ3 1] 
-ἆ ΟΙΚΟΙ 4 αῑσν.  ωκά 
-3 Ὁ1ΛΛΟΛΟΡΙΗ 5Ώ ΟΙΠΦΟΙΦΗ 11Ο 99Λ ο-ν(ά-- Ἠ-α(ν) --(ὢ 
-Ὁ ΊΟΧ ὉιοΏο ΑΙ 80 ΛΦΙΚΩ21Η3 2οηριὸ ᾱ-- Τ)άΝ -- αν -- μμκπήώλοϊ 
ο Ν 30 Λς οηριόν | (-- τάΝ 5 (Χ)ΗΥΛ ο. οσοι (Ντ. το) -- ας ν 
-ἆ ΦΦΙΚΩΛΊΗ3Φ ὉΥΛΛΟΛΑΓΙ αποιμᾶ μεσα 
-Ίν 8η ΟΠΦΟΙΦΗ 1 80 ΛΦΙΚΩΛΊΗ3 ΦΟΠϱΙΟΥ (-- τά -- (Χ)ΗΥΛ ᾱ-- (πχ) τωρς ας Π[ποπαος 
ΧΥ 99 Ὁ]9ΛΛΊΦ35 ἀκιοαφ Φο9ολΟΟΙτ7 μή]. 4.ΟΦΙΛ | ὧοηοή Ίοκχ κωΏἠι. οχγολαζς οἠολκρ, 


Κεφάλαιο 6 


Ζευγη Διαχριτών Τωχαίων Μεταρλητών 


Η έννοια της συνάρτησης µάζας πιθανότητας µας επιτρέπει την μεμονωμένη µελέτη Τ.Μ. 
Σε προβλήματα όµως όπου εμφανίζονται πολλές ἩΤ.Μ. η μεμονωμένη µελέτη χάδε µιας 
από αυτές δεν αποκαλύπτει τα πάντα. Φανταστείτε για παράδειγµα πως χάποιος ρίχνει 
δύο ζάρια µε τέτοιο τρόπο ὥστε 


Ρ(1,1) -- Ρ(02,2)) -- Ρ((9,5)) -- Ρ((4.4)) -- Ρ((5,5)) -- Ρ((6,6)) - - 
ενώ όλα τα άλλα ενδεχόμενα έχουν μηδενική πιδανότητα. Εώχκολα μπορούμε να υπολο- 
γίσουµε ότι, μεμονωμένα, χάὺδε ένα από τα ζάρια είναι «δίκαιο», αφού η πιθανότητα να 
προχύφει οποιοδήποτε νούμερο είναι ᾱ. Ο) συνδυασμός των ρίψεων, όµως, ΔΕΝ εἶναι 
«δίκαιος», Χαι αυτό είναι κάτι που δεν µας αποκαλύπτουν οι µάζες πιθανοτήτων χκαῦθε- 
νός από τα δύο ζάρια Το κενό αυτό καλύπτεται από την από κοινού συνάρτηση µάζας 


πιδανότητας, την συνδιαχύµανση, Χαι άλλες έννοιες που Όα δούµε σε αυτό το χεφάλαιο. 


6.1 Από Κοινού Μάζα 
Ορισµός 6.1. (Από κοινού µάζα χαι περιθώρια µάζα) Έστω δύο διακρπές Τ.Μ. 
Χ. Υ, µε σύνολα τιµών ὦχ και ΦΥ αντιστοίχως. 


1. Ορίζουµε την από κοινού συνάρτηση µάζας πιθανότητας ή από κοινού µάζα ως την 
συνάρτηση Ρχνγ/(α, 4): 5χ Χ υγ --» 10, 1] που ορίζεται ως: 


κο ο ο τα πας ο ος ὧν. 


2. Οι µάζες πιθανότητας των Χ, Υ καλούνται περιθώριες µάζες πιθανότητας. 


Παράδειγμα 6.1. (Δύο προγράµµατα) Δύο διαφορετικά προγράµµατα κατανέμονται 
τυχαία σε τρεις υπολογιστές, χωρίς κάποιο από αυτά να δείχνει προτίμηση σε χάποιον 
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υπολογιστή, χαι ανεξάρτητα το ένα από το άλλο. Έστω Χ, Υ, ὅ τα πλήθη των προγραμ- 
µάτων που κατέληξαν στον χάδε υπολογιστή, άρα Χ -ΓΥ --ὔ--»2. Ας εξετάσουμε τις 
δύο μεταβλητές Χ,Υ. Π πιδανότητα να έχουµε Χἃ -- 0 και Υ -- 0 είναι η πιθανότητα 
του ενδεχόµενου χαι τα δύο προγράµµατα να πήγαν στον τρίτο υπολογιστή: 
.... 
000) ΞΡ(ΧΞ0ΥΞθ0)-ςκ----. 
Ῥχν( } ) ( } ) 3 3 9 
Παρομοίως, η πιθανότητα να έχουµε ἅ -- 0 και Υ -- 1 εἶναι η πιθανότητα το πρώτο 
πρόγραµµα να πήγε στον υπολογιστή 2 χαι το δεύτερο στον ὃ, ή αντίστροφα, δηλαδή, 
ο 
ο ο Εξ ΕΙ το Εκ ες 
Με τον ίδιο τρόπο μπορούν να υπολογιστούν όλες οἱ τιµές τῆς ΡΧΥ., που συνοψίζονται 
στον αχόλουῦο πίνακα: 


γ 
ο [τ/θ[2/9 [1/9 
Ι [2/9/2/9|ἱ 0 
ΩΩ ΓΤΠΡΙΠΝΙ 


Έϊστω, τώρα, πως θέλουμε να υπολογίσουμε από τις άνω τιµές τις τιµές της περιδώ- 
ριας µάζας πιθανότητας της Χ. Χρησιμοποιώντας τον χανόνα της ολικής πιθανότητας 
έχουμε 


Αλ αρα ο ο ο αφ σα ασ ρα 
ο ο 4 
Ξ- ῥχν(1,0) - οκν(1, 1) ραχν(1,2) Ξ 8 .. 8 Ἔθ- σ 
Άρα, για να βρούμε την Ρχ{1), αὐροίσαμε όλες τις τιµές του πίναχα που αντιστοιχούσαν 
στην στήλη ἅ -- 1. Με παρόμοιο τρόπο, αὑροίζοντας τις τιµές στις στήλες Χ --0 
χαι ἅ - 2 βρίσκουμε τις ῥρχ(0) και Ρρχ(2). Αντίστοιχα, αὐροίζοντας τις τιµές που 
βρίσκονται στην κάθε γραμμή Υ Ξ } του πίναχα, βρίσχουµε τις πιθανότητες ϱγ(γ). 
Συμπληρώνεται έτσι ο αχόλουῦος πίναχας: 


τι 0 1 2 
τν Ῥυ (9) 
0 1/912/911/91 4/9 
1 2/912/9) 0 4/9 
2 1/91 0 0 1/9 
Ῥχία) | 4/91 4/9 1/9 
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Λόγω του ότι οι τιµές των μαζών ῥχ(α) χαι ϱγ(ύ) που αφορούν µόνο µία απ’ τις 
δύο Τ.Μ. μπορούν να γραφτούν, όπως πιο πάνω, στο «περιθώριο» του πίνακα της από 
χοινού µάζας, οι επί µέρους µάζες τους ορίστηκαν άνω ως περιθώριες. 


Παράδειγμοι 6.2. (Δύο ζάρια -- συνέχεια) Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. Έστω 
πως οι ρίψεις είναι ανεξάρτητες χαι το ζάρι δίκαιο. Ἔιστω Χ., Υ’, τα αποτελέσµατα των 
ρίψεων. Όι τιµές της από χοινού µάζας Ῥχγ/(α. 3) των Χ,Υ εύκολα υπολογίζονται ως 
εξής: για κάὺε ζεύγος (1,9) όπου πι Ξ- 1,2, 9,4, 5,6 έχουµε 

νο 1 

Ῥχνία,υ) Ξ Ρ(ΧΞτιΥ Ξη)ΞΡ(ΧΞτ)Ρ/ΥΞι θσαχτςς-. 

6 6 ὁθ 
Π δεύτερη ισότητα προέχυφε λόγω ανεξαρτησίας, χαι η τρίτη λόγω του ότι το ζάρι είναι 
δίκαιο. Προχύπτει τελικά ο αχόλουῦος πίνακας: 


ἅ 1 2 9 4 ο 6 
τν Ῥυ (9) 
ἴ] 1/96 11/96 | 1/96 1/96 1/96 1961 1/6 
2 1/96 11/96 | 1/96 1/96 1/96 1961 1/6 
9 1/96 11/96 | 1/96 1/96 1/96 :1/961 1/6 
4 
ὃ 
6 


1/36 11/96 1/36 11/36 1/36 1/96 1/6 
1/36 11/96 1/36 11/36 1/36: 1/36 1/6 
1/36 1/36 11/36 11/36 1/36 11/36] 1/6 
Ῥχία)] 1/61/6161 1/6 1/61 1/6 


Παρατηρήστε ότι οι περιθώριες που προχύπτουν είναι οι αναμενόμενες. 


/ Φ- / / / / / / ᾱ. νά ή 
Εστω τώρα ότι έρχονται πάντα διπλές, χαι όλες οι διπλές έχουν την ἴδια πιδανότητα 
να εμφανιστούν. Ἡ νέα απὀ κοινού µάζα είναι η αχόλουδη: 


οι τα 2 9 4 δ 6 
ν Ῥν (9) 
1 1/61 0 0 0 0 0 1/6 
2 ϱ 11/6 0 0 0 0 1/6 
9 0 ϱ 11/46. 0 0 0 1/6 
4 0 0 ϱ 11/61 0 0 1/6 
5 0 0 0 0 11/6. 0 1/6 
6 0 0 0 0 ϱ 11/6 1/6 
Ῥχί(α) 11/6 1/61 1/6 1/61 1/6 1/6 


Παρατηρήστε ότι οι περιθώριες µάζες των δύο περιπτώσεων ταυτίζονται, παρότι τα 
πειράµατα από τα οποία προέρχονται είναι πολύ διαφορετικά. 


190 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΖΕΥΓΗ ΔΙΑΚΡΙΤΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 


Παράδειγμα 6.2. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Ῥίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές, χαι υπο- 
Ῥέτουμε ότι οι ρίψεις είναι ανεξάρτητες χαι ότι το ζάρι είναι δίκαιο. Έστω Χ, Υ τα 
αποτελέσµατα των δύο ρίψεων. 

Έστω Ζ Ξ- πήπ(Χ, Υ) και Ἠ/ -- πιακ(Χ. Υ). Θα υπολογίσουμε την από κοινού µάζα 
των Ζ, ΤΥ, καθώς και τις περιθώριες µάζες τους. Έχουμε ένα πείραμα µε ϐ Χ 6 -- 36 
διαφορετικά αποτελέσµατα. Επιπλέον, η από κοινού µάζα ϱΡΖν/(2, υ) των ὄΖ, ἩΥ πρέπει 
να υπολογιστεί για 6 Χ ϐ -- 56 ζεύγη τιµών (2, ω). Αρχικά παρατηρούμε πως κάποια 
απ΄ αυτά είναι αδύνατον να εμφανιστούν, π.χ., δεν µπορεί το ελάχιστο απ΄ τις δύο ζαριές 
να είναι ὅ χαι το μέγιστο 2. Συνεπώς, Ρ2γ(5. 2) Ξ 0, και γενικά ῥζιγ(5, ω) Ξ 0 αν 
2 ω. Για να υπολογίσουμε χάὺδε µια από τις υπόλοιπες τιµές πρέπει να βρούμε τα 
αποτελέσµατα που τῆς αντιστοιχούν. 


1 
ΡΖν/(1, 1) Ξ πα ο ο 

2 
ϱζνα,2) 3 Ρ(ΧΠΞΙ ΥΠ ΕΡΧΓ2Υ5Ξ τς. 


Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, συμπληρώνουμε τον αχόλουὺο πίνακα: 


ω 1 . 9 4 στ 6 
. Ρ7{4) 
1 1/96 12/96 | 2/96 2/96 | 2/96 | 2/96 | 11/96 
2 0. 11/96 2/96 | 2/96 | 2/96 | 2/96 | 9/96 
9 0 0 11/96 | 2/96 | 2/56 1 2/56 | τ/96 
4 
5 
6 


ο ος 12/86 2/96 5/36 
η ΠΚΙΝΕΤΕΠ ΟΤΕ ΕΤΕΣ 
οι ο τα πας [τος 
Ῥνν(ω) {1/96 | 3/36 1 5/36 7/86 | 9/36 | 11/36 


Οι μάζες Ῥιν(ω) και ϱ7(5) υπολογίζονται στο περιθώριο του πιο πάνω πίνακα, αὗροί- 
ζοντας τις τιµές της από κοινού µάζας στην αντίστοιχη στήλη ή γραμμή. 

Έιχοντας την από κοινού µάζα στη διάθεσή µας, μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθα- 
νότητα οποιουδήποτε ενδεχόµενου αφοράτις ὤ, /, αχόµα και δεσμευμένες πιθανότητες, 
εφόσον η δέσμευση εἶναι σε ενδεχόμενα που αφορούν τις ὤὄ, Υ. Για παράδειγµα, µε 
χρήση των ορισμών της δεσμευµένης πιθανότητας χαι της από κοινού µάζας: 


Ρ(Ζ--1,Ἠ/--5) ρσιν(ι,δ) 2/36 
Ρ(-5) ορ) 9/96 


Ρ(Ζ--1Υ/ --δ) - 
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Λήμμα 6.1. (Ιδιότητες από χοινού µάζας) Έστω δύο διακριτές Τ.Μ. Χ., Υ µε σύνολα 
τιµών 9χ., 2Υ και µάζες ρχ(α) και ργ(9), αντίστοιχα. Για την Ῥχν(α, ) ισχύει: 


1. »᾽ ο. ο -- 


πεοχ,υΕΘΥ 


2. Έστω Α ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου ὧχ Χ δγ. Τότε 


ο ο το νι - ὃ΄ ῥχν(α, ν). 


(«ιν)ΕΑ 
ὃ. Ῥχία ο Ῥχγ(α,ν) και Ὄν(/) Ξ .. ρχγ(α, γ). 
υΕδγ αξειοχ 


Απόδειξη. 1. Για διαφορετικά ζεύγη τιµών (1,9) τα ενδεχόμενα {Χ - τιΥ Ξ ο} 
είναι ξένα μεταξύ τους, Χαι προφανώς η ένωση όλων τους χαλύπτει όλο το Δ.Χ. ) 
όπου έχουν ορισθεί, άρα από τον χανόνα ολικής πιδανότητας έχουµε 


ο ο 


πεορχ.ΕΘΥ 


». Ρὰςαογ-ι)- ὸ. βρχν(αιν). 


αξοχ, ΕΥ πεοχ, ΕΥ 


Ι 


2. Νε παρόμοιο τρόπο έχουµε 


σεν δι οκ τεῃ 
(αν)ΕεΑ 


») ΡΙᾶ-ασΥ-ι)- ΣΣ, ρχν(α,ν). 


(ία )ΕΑ (ία ν)ΕεΑ 


9. Για δεδομένο 3 χαι για όλα τα διαφορετικά 3, τα ενδεχόμενα {Χ - τ,Υ Ξ η} είναι 
ξένα µεταξύ τους χαι η ένωσή τους ισούται µε το ενδεχόμενο 4 Χ -- π}. Άρα: 


ρα) ω ολα. κ... »᾽ ρα ο ο)... ὃὶ Ρχν(α, /). 


υεδγ υεογ υεςγ 
Η αντίστοιχη σχέση για την Ργ(Φ) αποδεικνύεται µε ακριβώς τον ίδιο τρόπο. (Π]α- 
ρατηρήστε ότι αυτό το σχέλος Όα μπορούσε να προχύψει χαι ως ειδική περίπτωση 
του προηγούμενου.) 
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6.2. Παραδείγµατοι 


Ποράδειγµοι 6.4. (Συμπλήρωση πίνακα) Όι διακριτές Τ.Μ. Χ και Υ έχουν από 


κοινού μάζα που δίνεται απὀ τον παραχάτω πίνακα: 


ο | το τα 2 5 
ψ ϱν (3) 
0 0.01 10.01 ! 0.01 
1 0.05 0.05. 0 0.19 
2 0.0 0.01 0.0Υ 
υ) 0.15 0 0.5 
Ῥκ(α) 0.26 ! 0.15 


Ζητούνται τα αχόλουῦα: 
1. Να συμπληρωὺδούν οι τιµές που λείπουν. 
2, Να υπολογιστείη Ρ(/Υ Ξ 1Χ - 2). 
Για το χάδε ερώτημα έχουµε: 


1. Πρέπει η τιµή της περιθώριας να ισούται µε το ἀῦροισµα της αντίστοιχης γραμμής 
ή στήλης. Με βάση αυτή την παρατήρηση, µπορεί να συμπληρωὺεί ο αχόλουδος 


πίναχας: 
ο] -ὂ -- 2 ο. 
ο ΡΥ (4) 
0 0.01 0.01 0.01 10.09 0.12 
1 0.05 ο.09 0.05 0 0.19 
Ξ 0.0 0.0 ο.09 0.0 : 0.50 
9 0.15 ο. 0 0.15. 0.509 
Ῥχί(ᾳ) 10.25 0.26: 0.15 0.91 


2. Από τον ορισμό της δεσμευμένης πιθανότητας χαι τις τιµές του πιο πάνω πίνακα 
έχουμε 


Ρ(Υ . 


Ἑ ως εφ] Φκτὸ ὑ. Οροι. Ἡ 
πρι Η οἳ 01 --ᾱ- 


ο προ 


Παράδειγμα 6.5. (Ασανσέρ) Σε ένα Χτίριο µε ὃ ορόφους χαι ισόγειο, το ασανσέρ 
βρίσχεται στον όροφο Χ χαι ένας τυχαίος χρήστης στον όροφο Υ΄ όπου τα Χ., Υ δίνονται 
από την αχόλουδη από κοινού µάζα πιθανότητας: 
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Ῥν (1) 
1/6 1/12 Τ1/19 11/19 1 15/96 
1/19 11/18 11/96 1/36 [ τ/β6 
1/19 11/36 11/18 11/36 [ τ/86 
1/19 11/36 1/96 1/18 [ τ/86 
Ῥχ(α) ᾗ 15/96 1 τ/56  τ/86 | τ/86 


νο πκοιι.. 


Ἠννοείται πως ο όροφος ϐ εἶναι το ισόγειο. 

Παρατηρήστε χαταρχήν πως οι πιθανότητες του άνω πίνακα ανήκουν όλες στο 0, 1] 
χαι αὑροίζονται στη µονάδα. Παρατηρήστε επίσης πως το άνω μοντέλο λαμβάνει υπ΄ 
όψιν ότι οι µεταχινήσεις από ή προς το ισόγειο είναι πολύ συχνότερες από ότι σε άλλους 
ορόφους, χαι το ότι συχνά το ίδιο άτοµο χρησιμοποιεί το ασανσέρ δύο φορές στη σειρά, 
στην οποία περίπτωση το ασανσέρ παραμένει στον όροφο που εἶναι το άτοµο. Έτσι, για 
παράδειγµα, το ενδεχόμενο ἅ --2, Υ -- 5 είναι λιγότερο πιθανό απότο ἅ --2, Υ--»2,. 
το οποίο µε τὴ σειρά του είναι λιγότερο πιδανό από το ἅ --2,Υ --0. 

Ακολούδως, έστω ότι µας δίνεται ότι η χαδυστέρηση στη χρήση του ασανσέρ εἶναι 
Ζ -- ΙΧ -- Υ], και καλούµαστε να υπολογίσουμε την µάζα της ὤ χαι τη µέση τιµή της. 
Χρησιμοποιώντας την απὀ κοινού κατανομή, βρίσκουμε: 


ο Ἁ. πο Ἡ-. Ἡ 
-- (7 -- οφ -- 4 πε πο τρόπος Ἑες 
Ρ2(0) ο. ὁ πε ἳτο τεστ Ἡ 
ον ο πο οσο οι πα αην 
ο ο ο τας ον ος 


. ᾱ | πα... 
. ο ου. 
χαι ακολούθως 
1 9 2 .. ΠἹ 
ΡΒ(1Χ-- Υ)) - Ε(2]-0 κ1 -2 - ὃ ο 
( ο σα πρ να ὁ.π 


Με δεδομένο ότι ο χρήστης είναι στο ισόγειο, ποια είναι η πιδανότητα το ασανσέρ να 
είναι στον πρώτο όροφο; Έχουμε 
ως να. ον 1 


ο. » ΡΥ-60 18/6 δ 
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Ποράδειγµοι 6.6. (Τελική βαθμολογία) Βάσει εµπειριχών δεδοµένων, ένα καλό µο- 
ντέλο για την από χοινού µάζα πιθανότητας του βαὐμού Χ ε{θ,1,2....,δ} ενός φοι- 
τητή στην τελική εξέταση ενός µαθήµατος χαι του βαὺμού Υ Εε /4θ,1,2} στην πρόοδο 
αυτού του µαθήµατος είναι το αχόλουδο: 


π[ 0 Ί 9 3 4 δ 6 ςς 5 
Ῥν (1) 
πι ΙΗΡΩΕΡΩΜΙΡΩΗΣ 0 ο Γ5/18 
ΙΠΙδΤΙ/ΙΣΤΙΠΣΤΙΡΤΙΙΩΤ ΙΤ ΙΙΠΠΕ11ΠΕ 1/18 1 8/18 
0 0 ο Πρ ΠΣΕ ΠΠΕΙΤΙΠΦΙΠδΓΡΙΕ 
Ῥχίσ)ῃ 1/91 1/9 ΤΘ 1/9 1/0 1/9 1/9 1/9 11/9 


Οι περιθώριες προέχυψαν αὐροίζοντας τις αντίστοιχες γραμµές/ στήλες. Παρατηρήστε 
ότι το μοντέλο προβλέπει ότι φοιτητές που λαμβάνουν µεγάλο βαὺμό στη µια εξέταση 
είναι αρχετά πιθανό να λάβουν µεγάλο βαὺμό χαι στην άλλη. 

Θα υπολογίσουμε τη µέση τιµή τῆς τελικής βαὐμολογίας ὄ -- Χ -ΓΥ’.. Θα υπολογί- 
σουµε χαταρχήν την µάζα του ὄ: 


ΝΟ] πι σος 


ΡΖ{(0) Ξ- ῥχν(θ,0) -- 

ϱ2{1) - ῥχν(1,0) Ερχν(θ,1) - η 

Ρ2{2) -- ΑΡχν(2,0) Ερχν(1, 1) ρχν(0,2) -- : 
Ρή(5) -- βχν(5,0) Εβχν(2,1) Έρχν(1,2) -- ε, 
Ρ2(4) -- Ρχν(4.0) Εβχν (5,1) Ἐβχυ(2,2) -- ο 
Ρ2(5) -- βχν(5,0) Εβχν(4,1) βαν, 2) -- - 
Ρ2(6) -- βχν(6.0) Ἔ βαν (5,1) -Ε Ρχν (4.2) -- ση 
Ρ2(0) -- Ρχν(1.0) Ἔ βαν (6,1) -Ἔ Ρχν (5,2) -- τν 
Ρ2(8) -- Αχν(8.0) Ἔβχν(Τ,1) -Ἔ Ρχν(6, 2) -- ι 
ϱ2{9) ἵ- ῥχν(δ,1) Ερχν(τ,2) -- - 


| 
1 Ξξ κ 
ΡΖ(10) Ῥχν(δ, 2) Τ6 
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Ἡ µέση τιµή Ε{Ζ) προκύπτει 


ή 1 1 5 9 
Ε(ζὴ --8 μ1 .9 ο -4 
(2) ώ αν κ τα ώστ. 
ο το ο ο ο ο ο - 
| 9. στ. 54 ο 9 Ἱρ ση 


Παράδειγμα 6.Τ. Μερικές φορές το πλήθος των τιμών που παίρνει µια Ὦ.Μ. Υ΄ είναι 
απαγορευτικά µεγάλο για να αναπαραστήσουµε σε πίνακα την από χοινού µάζα της µε 
µια άλλη Τ.Μ. Χ. 

Έϊστω, για παράδειγµα, το αχόλουὺο πείραμα. ἨΗπιλέγουμε στην τύχη έναν από τρεις 
καλαθοσφαιριστές, χαι του ζητάμε να εχτελεί ελεύδερες βολές µέχρι να βάλει το πρώτο 
χαλάῦι. Οι καλαδοσφαιριστές επιλέγονται χωρίς χάποια προτίµηση ο ένας από τον άλλο, 
χαι έχουν ποσοστά επιτυχίας 5070, 39870, και 2574. 

Ορίζουµε την Τ.Μ. Χ ως 


1/2, µε πιθανότητα 1/3. 
Ἀ-- 41/8, µε πιθανότητα 1/3, 
1/4, µε πιδανότητα 1/3. 


Συνεπώς, η Χ εχφράζει την ευστοχία του τυχαία επιλεγμένου παίκτη. Ορίζουμε επίσης 
την Υ ως µια Γεωμετρική Τ.Μ. µε µέση τιµή Χ. Δηλαδή, η παράµετρος της Τ.Μ. Υ 
είναι επίσης τυχαία! 

Η από κοινού µάζα των Χ,Υ µπορεί εὖχολα να υπολογιστεί από τον ορισμό της 
δεσμευμένης πιδανότητας: Γιασςθχγχαινς ϱΥ, 


Ρχνί(α,ν) -- Ρ(ίΧ -αιΥ --) -- Ρ(Χ --α)Ρ(Υ --νιᾶ --τ) -- τα ο) τα, 


όπου χρησιµοποιήσαµε τον τύπο της µάζας της Γεωμ(ᾳ) χατανοµής. 
Η περιθώρια µάζα της ἅ µας είναι εξ ορισμού γνωστή, ενώ εύχολα μπορούμε να 
υπολογίσουμε και τις τιµές της περιθώριας µάζας της Υ.. Για παράδειγµα, 


ΡΥ(4) Ξ Ραχν(1/2,1) ΕΓρχν(1/5, 1)  ρχν(1/4, 1) 
1 ου. Ἡ πο ο. Ιἡ1. 18 
ορ μι - πι απ Μα - εν. 
9 2 2 9 ὁ 9 1 4. οὃ6 
Από τον ορισμό της ἅ γνωρίζουμε πως η πιθανότητα Ρ(Χ - 1/4) -- 1/8. Αλλά 
δεδομένου ότι το Υ -- 1, ποια Όα ήταν η πιθανότητα να έχουµε Χ - 1/4: Το Χ - 
1/4 αντιστοιχεί στην περίπτωση που το Υ έχει γεωμετρική κατανομή µε παράμετρο 


1/4. δηλαδή µε πιδανότητα «επιτυχίας» που είναι η μικρότερη από τις τρεις δυνατές 
περιπτώσεις (1/2, 1/3 ἡ 1/4). Ἆρα θεωρούμε ότι υπάρχει µικρή πιθανότητα να έχουµε 
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Χ -- 1/4 δεδομένου ότι είχαμε Υ Ξ- 1, δηλαδή «επιτυχία» από το πρώτο Χιόλας πείραμα. 
Με άλλα λόγια, περιμένουμε πως η δεσμευμένη πιδανότητα Ρ(Χ -- 1/4/Υ -- 1) δα 
είναι µιχρότερη από την αρχική Ρ(ίΧ - 1/4) - 1/3. Πράγματι, απὀ τον ορισμό της 
δεσμευμένης πιδανότητας βρίσκουμε 
1--ἲ 
Ρ(ΧΞ1Ι/ΑΥΞ1) Ῥρχν(1/4 19) αασ -ᾱ- 8 
τω Έτ Ῥν (1) 13/96 19’ 

Παράδειγμοι 6.8. (Λαχειοφόρος αγορά) Σε µια λαχειοφόρο αγορά υπάρχουν 10 λα- 


/ / / ο / Α. / Γά η ορ /. 
χνοί, εχ των οποίων κερδίζουν οι δύο, από ένα δώρο ο καθένας (τα δύο δώρα είναι πανο- 


Ρ(Χ --1/4Υ --1) -- 


µοιότυπα). Δύο άτοµα αγοράζουν από δύο λαχνούς ο καθένας. Έστω Χ,Υ ε{θ,1,2} 
το πλήθος των δώρων που κερδίζει ο καθένας. 

Θα υπολογίσουμε καταρχήν την από κοινού µάζατων Χ, Υ. Αφού Χ,Υ Εε{θ,1,2}, 
πρέπει να υπολογίσουμε 9 τιµές συνολικά. Όμως ῥχυ(2.2) Ξ ῥχν(2,1) Ξ θκν(1,2) Ξ 
0, αφού έχουµε µόνο 2 δώρα. Επιπλέον, λόγω συµµετρίας, ρχγ (0, 1) Ξ- Όκν(1, 0) και 
Ῥχν (0,2) Ξ- Ῥκν(2.0). Άρα, τελικά µας μένει να υπολογίσουμε 4 τιµές της από κοινού 
πυχνότητας, τις ρχν(0.0), ρχΥ(1, 1). ϱχΥ (1,0). ϱχν(2, 0). 

Η Ῥχκν (0. 0) ισούται µε την πιθανότητα να πάρουµε 4 λαχνούς από 10, εχ των οποίων 
δύο κερδίζουν, Χαι να µην επιλέξουμε χανέναν από τους δύο. Άρα, 

ο. 
0 ξθ Έξει 
ο, 

Π ῥχΥ(2.0) ισούται µε την πιθανότητα να επιλέξει ο πρώτος παίκτης 2 λαχνούς 

ανάµεσα στους 10, και να πετύχει χαι τους δύο λαχνούς που κερδίζουν. Άρα, 


1 1 
Ῥχν (2, 0) -- [ο] Ἔτ ο. 
2 


Π ϱχν(1.0) ισούται µε την πιδανότητα να επιλέξει ο πρώτος παίκτης 2 λαχνούς 
ανάµεσα στους 10, χαι να πετύχει ένα λαχνό που κερδίζει, ενώ ο δεύτερος να επιλέξει 
2 λαχνούς ανάµεσα σε ὃ λαχνούς που περιέχουν ένα που κερδίζει χαι να µην τον βρει. 
Άρα, 

[ 
ο δν 4 

ΤΟΥ (5 . τὰ 

(9) 8) 15 

ΗΒ Ῥχν(1. 1) ισούται µε την πιδανότητα να επιλέξει ο πρώτος παίκτης 2 λαχνούς 
ανάµεσα στους 10. και να πετύχει ένα λαχνό που κερδίζει, ενώ ο δεύτερος να επιλέξει 


Ῥχν(1, 0) αεί 


/, 7, ῥ, { / / 
αναμεσα σε 5 λαχνούς που περιεχουν ενα που χερδίζει και να τον βρει. Άρα, 


2 δις .. 4 


νο 


Σιυγκεντρωτικά, έχουµε τον πίναχα 
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16/45 1192/45 11/45 
19/45 4/45 |. ϐ 
145 0 ϐ 


λαο... 


Βάσει του πίναχα, ποια είναι η πιδανότητα του ενδεχόµενου Α να πάρουν χαι τα 
δύο δώρα οι δύο διαγωνιζόμενοι; Ί]οια είναι η πιδανότητα του ενδεχόµενου ἢ ένας 
(οποιοσδήποτε) από τους δύο να πάρει χαι τα δύο δώρα; Με χρήση του πίνακα, 


4 1 1 2 


(4) Ῥχν (1, 1) -Ε ρχν (2,0) -Ε ϱχν(0, 2) πε πι 
1 1 2 
(5) Ῥχν (2.0) -Ε ραχν(0, 2) {ες τας χε 
Ένχοντας την από χοινού µάζα, εὖὐχολα βρίσκουμε πως 
25 
Ρχ(0) -- ὠχν(θ,0) -- ϱχν(0, 1) -Ε 2χν(0,2) -- . 
16 
Ῥχ(Ι) τ- ΡχΥ(1, 0) ρχν(1, Ἠ) Ερκν(1, 2) -- χε, 
1 
ΡΧ(2) -- χγ(», 0) ΕΡχν(5, 1) “ρκν (2,2) -- χε, 
ενώ λόγω συμμετρίας 
25 16 Ἱ 
ας, πρ ος 
ρν(θ) ας, Ῥνί) χε. Ῥνθ)Ξ ἐς, 
χαι συγχεντρωτικά έχουµε 
ων 0 1 ὁ 
ψ Ῥυ() 
0 15/45 1 12/45 | 1/40 | 25/45 
1 12/45 1 4/45 0 16/45 
2 1/45 0 0 1/45 
Ῥχ(α) | 28/45 16/45 | 1/45 
Τέλος, 
δ 16 | 2 
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6.3. Μέση Τιμή Σωνάρτησης Δύο Γυχαίων Μεταβλητὠν 
Λήμμα ϐ.2. (Μέση τιµή συνάρτησης δύο Τ.Μ.) Έστω δύο Τ.Μ. Χ, Υ, µε σύνολα 
τιµών Φχ, υγ αντιστοίχως, και από κοινού µάζα πιθανότητας Ῥχν{α. 1). 
1. Έστω Τ.Μ. Ζ-Ξ- ο(Χ,Υ). Η µέση τιµή τῆς ισούται µε 
Ε(2) -- Ε(ά(Χ,ν)- ὸδ) οα)ραν(α, /). 


πξεοχ, ΕΥ 


2. Ε(ίαΧ -ΕΡΥ -Γο)ξαΕ(Χ)-ΓΡΗ(Υ)-κο, για όλα ταα,ὐ,σςεχκ. 


ὃ. Πιο γενικά, αν έχουµε Ν Τ.Μ. Ζιξ οα(Χ.,Υ), ἱΞξ 1,...,Ν, και παραμέτρους 
αἱ ιν αι ος κ, τοτε 


Ν Ν 
ϱ[Σ κ) - Σ. Ε((Χ,Υ)) 


τε] 151 


Απόδειξη. 1. Έστω Ρ7(2) η µάζα της Ζ. Παρατηρούμε πως 


. 2/72) Ξ »᾽ 2 » Ῥχν(, 9) 


ππδα 2ε7 πεθχ.νεδυτο(α/)ζ-2 


» » πο ον 


2ε57 Ἀπεδχφεδν:α(ση/)--5 


ο ασ )ρχγ(α, Ἠ). 


Ίεοχ, ΊΕΟΥ 


Ι 


Ε(2) 


Ι 


ΗΠ πρώτη ισότητα ισχύει εξ ορισμού. την δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαµε τον 
νόµο της ολικής πιθανότητας, όπως αυτός εµφανίζεται στο δεύτερο σχέλος του 


Λήμματος ϐ.1. 
2. Παρατηρούμε πως: 


Ε{αΧ - ῦΥ -- 9) ν. (απ -Γ ὂν Γ ορχν(α, 9) 


πεοχ, ΕΥ 


α »᾽ αρχγ(α,ν) -Γ ὂ »᾽ υρχν(α, 1) 


αξιοχ, ΕΟΦΥ αεοχ, ύΕΦΥ 


Ἔσ ο Ῥχνία,ν) Ξ αΕ(Χ) -ΕΟΕ(Υ)-Γο, 


αξοκ, ΊΕΦΥ 


Ι 


6.9. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ ΔΑΥΟ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΊΑΒΛΗΊΩΝ 199 


όπου στην τρίτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το προηγούμενο σκέλος. 


Ε ο. αιθι«Χ, "] ο. » ο» αισι(-Χ, "] Ῥχν(α, )) 


1Ξ1 αξοχ, ύΕΦΥ 1ΞΞ1 
Ν 
ως } αι » οι(-Χ,Υλρχν(α,)) Ξ ὃ ᾽αιΕ(ο(Χ, Υ}. 
δι απεδχ, νεδυ ζΞι 


Παρατήρηση: Όπως είδαµε χαι σε προηγούµενα παραδείγματα, πολύ συχνά χρειά- 
ζεται να υπολογίσουμε την µέση τιµή Τ.Μ. ὤ που είναι συναρτήσεις δύο άλλων Τ.Μ. 
Σε πολλές περιπτώσεις, το άνω λήμμα απλουστεύει σηµαντιχά τους υπολογισμούς που 
χρειάζονται, γιατί µας επιτρέπει να αποφύγουμε τον υπολογισμό της µάζας της Ζ. Δείτε 
τα παραδείγματα που αχολουνὺούν. 


Παράδειγµοι 6.9. (Ασανσέρ - συνέχεια) Σε συνέχεια του Παραδείγματος 0.0, µπο- 
ρούµε να υπολογίσουμε το µέσο χρόνο αναμονής Ε(2) Ξ- Ε(ΙΧ -- Υ/) παι ως εξής: 


1 1 
ΒΙΧ-Υ) - 0-0 κε - 11-21 [Δ-5) κτς 


15 
1 
ε(1 -θ,--|2-0-ί9--0]-]0--1--Ι0--2| -ε [θ ϐ) χ το 
1 
ε(2-τ ιδ - 1-1 -2,-(-2. 1-5) -ει2 ϐ) χς 
- 
ο. 


Ποράδειγµοι 6.10. (Τελική Βαθμολογία -- συνέχεια) Σε συνέχεια του Παραδείγ- 
µατος 0.6, 


1 

Ε(Χ) -- (0-Γ1--2- δκσ- 
β 8 δ 

δεν νο ο ο 

πο πω οπε. 


Ε(Χ-ΕΥ) - Ε(Χ)--Ε(Υ) --δ. 


Ποαράδειγµοι 6.11. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Έστω το ακόλουθο παιχνίδι: ρίχνουμε 
δύο δίκαια χαι ανεξάρτητα ζάρια, χαι χερδίζουµε 2πιαχ{ Χ,Υ}-Γδ ιαπ Χ,Υ } ευρώ. Για 
να παίξουµε όµως, πρέπει αρχικά να χαταβάλουµε 19 ευρώ. Έστω Ε-- 2πιακ{Χ.,Υ }-{ 
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9ΙΙΠ{Χ.Υ} -- 16 το καθαρό χέρδος. Μας συμφέρει να παίξουμε; Για να απαντήσουμε 
το ερώτημα, πρέπει να υπολογίσουμε την µέση τιµή 


Ε(Ρ)Ξ Ε(οπιαχ{Χ ΥΓ δπήπ{Χ,Υ}-- 19). 
Με δεδομένο ότι γνωρίζουμε τις µέσες τιµές Ε(πιαχ{Χ,Υ}) και Ε(πιπ{ Χ,Υ 1) από 


προηγούμενα παραδείγµατα, µας συμφέρει να χρησιμοποιήσουμε το τρίτο σχέλος του 
άνω λήμματος ως εξής: 
Ε(οπιαχ{Χ,Υ}-ΓδπΙή Χ,Υ} -- 15) 5 2Ε(πιαχ{Χ,Υ}) --δΕ(πΙπ{Χ.Υ}) -- 1 
161 91 55 
- 2Χχ---όχτς-- 15. 
ο ας 96 
Επειδή η µέση τιµή προχύπτει Ὀετική, µας συμφέρει να παίξουμε. 
Εναλλακτικά, χωρίς χρήση του λήμματος, ὃα έπρεπε να υπολογίσουμε την µάζα του 
κέρδους ΙΡ, και από αυτή την µέση τιµή της Ὦ’ µε χρήση του ορισμού της µέσης τιµής. 
Ο υπολογισμός αυτός είναι χρονοβόρος. 


Ορισµός ϐ.2. Η συνδιακύµανση ΟΟΝ(Χ,Υ) µεταξύ δύο διακριτών Τ.Μ. Χ,Υ ορί 


ζεται ως: 


ΟΟΝ(Χ,Υ)Ξ ΕΙ(Χ- Ε(Χ)(ΙΥ- ΕΜ). 


Παρατήρηση: Μια πρώτη διαισὺητική ερμηνεία της συνδιακύµανσης είναι πως, όταν 
σΟν(Χ.Υ) 3Ξ 0, τότε οι δύο Τ.Μ. Χ.,Υ τείνουν να παίρνουν τις «μεγάλες» χαι τις 
«μικρές» τιµές τους ταυτόχρονα. Αντίστοιχα, όταν ΟΟΝ(Χ.Υ) «0, τότε όταν η µία 
Τ.Μ. παίρνει µεγάλες τιµές η άλλη τείνει να παίρνει µιχρές τιµές. Ἆρα η συνδιαχύµανση 
σΟνΝ(Χ,Υ) παρέχει µια πρώτη ένδειξη για τη σχέση ανάµεσα στις Χ,Υ. Δείτε τις 
συνδιαχυµάνσεις των επόμενων παραδειγµάτων. 

Παράδειγµοι 6.12. (Δύο προγράµµατα --- συνέχεια) Γιατις Τ.Μ. Χ.Υ του Παρα- 
δείγµατος ϐ.1 έχουµε 

4 4  Ὁ 
Από τον ορισμό της συνδιαχύµανσης χαι την από χοινού µάζα των Χ, Υ, εὐχολα υπο- 


λογίζουµε 


σον.) -- δίο- δ)(ο--τ) «δα -θ(ο- 5) «τρ θο-ἲ) 


όπου στον υπολογισμό παραλείψαµε τα τρία ζεύγη τιµών (ᾳ, ν) µε μηδενική πιθανότητα. 
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Λήμμα 6.3. (Ιδιότητες συνδιαχύµανσης) Έστω Χ. Υ΄ διακρπές Τ.Μ. 
1. ΟΟΝ(Χ, Χ) -- ΝΑΗΕ(Χ). 
2. ΟΟΝ(Χ,- Χ) -- -ΝΑΗΒ(Χ). 
ᾱ. ΟΟΝ(Σ,Υ) - Ε(ΧΥ) -- Ε(Χ)Ε(Υ). 
ΛΙ ΛΑ Σ ΑπΙ οοονίς τ. 


Απόδειξη. 1. Από τον ορισμό της συνδιαχύµανσης, άµεσα προχύπτει πως 
σον(α, ΧὶΞ ΕΙ(Χ -- Ε(Χ)) (Χ -- Ε(Χ))| Ξ Ε(Χ -- Ε(Χ))] Ξ ΥΑΗ(Χ). 
2. Ομοίως: 
σον(ἁΧ,-χΧ)Ξ ΕΙ(Χ -- Ε(Χ)) ( ο ος Ε(Χ))| 
ΞΕ[--(Χ-- Ε(Χ))]-- -νΑη(χ). 
ὃ. Από τον ορισμό της συνδιαχκύµανσης, άµεσα έχουµε: 


σοον(χ.ν) - Ε 


Ι 


4. Ξεκινώντας απὀ τον ορισμό τῆς διασποράς, έχουµε: 
ΥΑΠ/(Χ -Υ) 
ΕΙΧΑ Υ)- Εικ αν)η -ΕΙ(Χ- ΕΕ) - ή 


-ΕΙΑ- ΕΧ)ΊΕΙΕ- Ε))Ζ2ΗΙΑ- ΕΥΡΥ- ΕΥ) 
- ΝΑΠ(Χ)-ΕΝΑΠ(Υ) --20ΟνΝ(Χ,Υ). 


Ι 


Παρατήρηση: Το τρίτο σχέλος του άνω λήμματος συχνά µας επιτρέπει να υπολογί- 
σουµε την συνδιαχύµανση µε λιγότερες πράξεις. τα επόμενα παραδείγματα, βεβαιωθείτε 
ότι η χρήση του ορισμού ὃα έδινε το ίδιο αποτέλεσµα. 
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Ποράδειγµοι 6.139. (Δύο ζάρια -- συνέχεια) Ἐστω πως ρίχνουμε δύο δίκαια χαι 
ανεξάρτητα ζάρια ἅ και Υ’, έτσι ώστε η από χοινού τους µάζα αν είναι η πρώτη του 


Παραδείγματος 6.2. Από το Παράδειγμα 4.4 έχουµε Ε(Χ) -- Ε(Υ) --ᾖ. Άρα: 


1 4 
Ε(ΧΥ) 5 4248444546) Χ (1421494445 1θ καστ, 
4ο τ Ὁὗ 
σον) - ΕΥ) ΕΣΡ) -Γ-σχσςο 


Αν όµως τα ζάρια έχουν από χοινού µάζα την δεύτερη του Παραδείγματος ϐ.2, τότε, 
αφού χαι πάλι Ε(Χ) -- Ε(Υ) -- 3, έχουµε: 


Ι. οἱ 
ο ο ο ο ον ο ας 
οι 7 ᾖΤ ὃδ 
ΟΟΥ(Χ.Υ) - Ε(ΧΥ) ΕΕ) - τ σχσττς 


Σε συνέχεια του Παραδείγματος ϐ.3, ὗα υπολογίσουμε επίσης την συνδιαχύµανση 
των Ἡ/ Ξ- πιαχ{Χ, Υ}χ, Ζ Ξ- ππ{Χ,Υ} όταν τα ζάρια είναι δίκαια χαι ανεξάρτητα. 
Από το Παράδειγμα 4.4 έχουµε Ε/() Ξ- 161/96 και Ε{Ζ) Ξ- 91/36. Συνεπώς: 

| 
ο ο ο ο ο ο κας 
Γ(1Χχ(2-95--4-5-6)--2Χχ(3--4-- 5-6) 
2 
Γ9Χ(4--5-6)-Γ4Χχ(5-6)--5χθ)κχ τσ 
49 161 οἱ 1225 
ΒΡΕ Ρ) 5 ο το δρα ρα αὶ 
ας πο. Ἴρος 
Ποράδειγµοι 6.14. (Τελική βαθμολογία --- συνέχεια) Σε συνέχεια των Παραδειγ- 
µάτων ϐ.6 χαι 6.10, η συνδιαχύµανση των βαῦὐμών Χ, Υ υπολογίζεται ως εξής: 


εν. 


σον(π/ 2) 


Ε(ΧΥ) - κα 246148) 2Χ (64118) Χτς 


1 
(1χ(9--4--ὅ6)--2Χχ(53--4--5)) κ απ ὃν 
σον(Χ,Υ) Ξ ΕΗ(ίΧΥ)- Ε(Χ)Ε(Υ)Ξ5-4χ]τ]. 
Παράδειγµοι 6.15. (Ασανσέρ - συνέχεια) Σε συνέχεια του Παραδείγματος ϐ.5, 


ΕίΧ)-- ΕΥ) -- οκ αοκθκα, - 
Ρο] ας αὖ ασ) εδ) κας 
ο ο στ. 
σον(Σ.Υ) -- ΕΣΥ) - ΕΣ)ΕΣ)--- Ἵκς- ἃ 
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Παράδειγμα 6.16. (Συντελεστής συσχέτισης) Ο συντελεστής συσχέτισης δύο τν- 
χαίων μεταβλητών Χ, Υ’, ορίζεται ως 

σον(Χ.,Υ) 
ΠΑΒ(Χ)ΝΑΒ(Υ)ΙΣ 


ϱχυγ -- 


Θα δείξουµε ότι αν Υ΄ -- αχ -Γὐ, όπου η σταδερά α 7Ξ0, τότε ο συντελεστής συσχέτισης 
ϱχΧΥ των Χ, Υ, ισούται µε «1 ή µε --Ι. 
Καταρχάς παρατηρούμε ότι 
σον(ἁκ,Υ) Ξ Ε(ίΧΥ)- Ε(Χ)Ε(Υ)Ξ ΕΜ(Χ(αχΧ --θ))-- Β(Χ)Ε(αΧ -ε ὐ) 
- Βία” -ΕὐΧ) -- Ε(Χ)(αξ(Χ) -ε ὂ) 
- αΕ(Χ”) ΕΕ(Χ) -- αξ(Χ”) --Ε(Χ) 
Ξ ανΑΕ(Χ), 


Ἠπίσης, έχουµε 
ΥΑΗΒ(Υ) -- ΝΑΠ(αΧ -Γὂ) -- αΝΑΗΒ(Χ), 
συνεπώς, 


πα ἹΝΑπνΑΗΣΤΙΣ [ΝΑΠ(Χ)ώνΑΗ(Χ)ΙΣ αἱ τι, ας 0. 


οον(αιν) ανΑΗ(Χ) α ια υ 
ΠΑΒ(Χ)ΝΑΒ(Υ)ΙΣ  ΙΝΑΗ(Χ)ῴνΑΒ(Χ))Σ κα 


Μάλιστα, μπορούμε να δείξουμε ότι πάντα Ίρχγ] «1, επομένως χατά µία έννοια οἱ 
άνω περιπτώσεις είναι ακραίες. 
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6.4 Ανεξάρτητες Τυχαίες Μετοβλητές 


Ορισµός 6.5. (Ζεύγη ανεξάρτητων διακριτών Τ.Μ.) Δύο διακρπές Τ.Μ. Χ, Υ, µε 
σύνολα τιµών 5χ, 9Υ αντιστοίχως, καλούνται ανεζάρτητες αν για οποιαδήποτε υποσύνολα 


Αςῤὁχ, Βς ὦγ, ισχύει 
Ρ(ΧΕΑΥ ΕεΒ)Ξ ΡίΧ ε Α)Ρ(Υ εβ). (6.1) 


Παρατηρήσεις 


1. Ἔνχουμε ορίσει ήδη την ανεξαρτησία ενδεχόµενων και την ανεξαρτησία υποπειρα- 
µάτων (που βασίζεται στην ανεξαρτησία ενδεχόμενων). 


2. ΝΙε τον άνω ορισμό εισάγουµε χαι την ανεξαρτησία τυχαίων μεταβλητών. ἴαι αυτή 
/ / 4 / / τη /. 
η ανεξαρτησία βασίζεται στην ανεξαρτησία ενδεχόµενων. Ἡράγματι, δύο Τ.Μ. είναι 
ανεξάρτητες αν δύο οποιαδήποτε ενδεχόμενα που αφορούν το χαθένα αποχλειστικά 
τη µία από τις δύο Τ.Μ. εἶναι ανεξάρτητα. 


Λήμμα 6.4. (Κριτήριο ανεξαρτησίας διακριτών Τ.Μ.) Δύο διακρπές Ί. Μ. Χ, Υ, µε 
σύνολα τιµών 9χ, ΦΥ, από κοινού µάζα Ῥχν(α, 4), και περιθώριες µάζες ρχ(α), ϱυ(1), 
είναι ανεξάρτητες αν και µόνο αν 


Ρχν/(α, ν) -- Ῥχ(α)ρν(), σαεδθχ, ννΕ δΥ. (6.2) 
Απόδειξη. Έστω καταρχήν πως οι Χ. Υ είναι ανεξάρτητες. Τότε η εξίσωση (6.2) προκύ- 
πτει, για κάθε α, 3, µε εφαρµογή του ορισμού της ανεξαρτησίας για τα σύνολα ΑΞ- {2}, 


Β -- 4}. Αντιστρόφως, έστω πως ισχύει η (6.2). Έστω δύο υποσύνολα Ας ὁχ, 
Β{ς ϱγ. Θα δείξουµε ότι ισχύει η (6.1). Πράγματι: 


ΡΙΧΕΑΥΕΒ) - ὂὉ ρχν(αι) τὸ ο Ῥχ(α)ρν (η) 


ΠΕΑ, γΕΒ ΠΕΑ γΕΒ 
πα (νκῶΣ Ῥν(ϱ)) . (5 νκ() ν (5 ον) 
ΦΕΑ γΕΒ σεΑ ος 


Ξ- Ρ(Χ εαΑ)Ρ(Υ ε8Β), 


χαι η απόδειξη ολοχληρώθηκε. (την πρώτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το Λήμμα 6.1 


ενώ στην δεύτερη την υπόῦεση.) 


Παρατηρήσεις 


6.4. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ; 145 


1. Παρατηρήστε πως όταν οι Χ, Υ είναι ανεξάρτητες, τότεαν Ρ(Χ -- α) Ξ ρχ(α) 320 
Όα έχουµε 


Ρ(Χ- σιΥ -) Ὄῥχν(α, γ) 


ΡΥΞνα-α) - 


ορ αυ Ὁ 
-- εν ) ορ) ΡΥ-ν. 


Μια ανάλογη απόδειξη Όα ισχύει αν αλλάξουμε τις Ὀέσεις των Χ, Υ. Άρα τελικά, 
αν τα Χ, Υ΄ είναι ανεξάρτητα, ὃα ισχύει ότι: 


νσεοχ,. Ρ(Χ-τ1)56 35 Ρ(ΙΥ-0ἱΧ--τ) -- Ρ(Υ -- ν), 
νμεαν, ΡΙΥΞγ)206 5 Ρ(Χ- 1Υ --) -- Ρ(ίΧ --τ). 


Μπορούμε να αποδείξουμε, επιπλέον, ότι αν ισχύουν οι άνω, τότε οι Κ, Υ είναι 
ανεξάρτητες. 


2. Το αναγκαίο χαι ικανό Χριτήριο του Λήμματος ϐ.4 εἶναι το βασικό εργαλείο που 
/ Ἅ, / / / /. 
χρησιμοποιούμε για να διαπιστώνουμε την ανεξαρτησία δύο διακριτών Τ.Μ. Δείτε 
το επόμενο παράδειγµα. 


Παράδειγμοι 6.17. (Δύο ζάρια --- συνέχεια) Παρατηρήστε πως όταν η από κοινού 
µάζα των αποτελεσμάτων ἅ, Υ δύο ζαριών είναι η πρώτη από τις δύο του Παραδείγματος 
6.2, τότε σύµφωνα µε το άνω κριτήριο οι Χ, Υ είναι ανεξάρτητες, γιατί για κχάδεσ,ς 
{1,... 6} Όα έχουµε 


1 1 


Ῥχν(α, )) Ξ- ποτ Ρχ(α)ρυ (9). 


Αν όµως η από χοινού µάζα των Χ, Υ΄ εἶναι η δεύτερη του Παραδείγματος 6.2, τότε οι 
Χ, Υ δεν είναι ανεξάρτητες, γιατί, για παράδειγµα 


Ρχν(,ϱ) 0 ς κας ρκ(ὴνν). 


Παρατηρήσεις 
1. Σε ποια άλλα από τα προηγούμενα παραδείγματα είχαµε ανεξάρτητες Τ.Μ. Σε 


όλες τις περιπτώσεις, βεβαιωθείτε ότι συμβαδίζει η διαίσθησή σας µε το χριτήριο 
του Λήμµατος 6.4. 


2. Συχνά η ανεξαρτησία δύο Τ.Μ. δεν είναι το ζητούμενο, αλλά δίνεται ως υπόῦεση. 
Δείτε το ακόλουῦο παράδειγµα. 
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Ποράδειγµοι 6.18. (Ελάχιστο δύο ανεξάρτητων γεωμµετρικών Τ.Μ.) Έστω ἅ και 
Υ΄ δύο ανεξάρτητες γεωμετρικές 1Τ.ΜΙ., µε παραμέτρους ϱι χαι γ., αντίστοιχα. Θα υπο- 
λογίσουμε τη µάζα της νέας Τ.Μ. Ζ -- ππ(Χ.Υ). 

Παρατηρούμε ότι το ελάχιστο ὤ εἶναι τουλάχιστον Κ, αν χαι µόνο αν χαι οι δύο Τ.Μ. 
Χ, Υ παίρνουν τιµές τουλάχιστον Κ. Οπότε, για χάδε ἅ 21. 

ο ο τι ΜΜ ΤΟ ΣΡμΕΡΟΧ οεεις ΕΙΡ  Ν] 

αρ) αρ [αρ -ρ)] 
όπου η τρίτη ισότητα ισχύει λόγω ανεξαρτησίας χαι η τέταρτη είναι γνωστή ιδιότητα της 
γεωμετρικής κατανομής. 

Αν τώρα ορίσουµε «Ξ 1 --(1 -- ρι)(1 -- /2). εφόσον 

Ρ(7 2/1) Ξ Ρ(ΖΞ1)--Ρ(ζ2κ-ε1), 
έχουμε 

Ρ(Ζ--)-ΡΖΣΝ) -ΡΖΞΚΠ1)Ξ1- Φα - ο) αι - ο). 
Συνεπώς, η Ζ αχολουδεί επίσης γεωμετριχή κατανομή, αλλά µε παράµετρος -1-- (-- 
Ρι)(1 -- ϱ»). 

Αυτό εξηγείται εύὐχολα: Αν διεξάγουµε ταυτόχρονα δύο αχολουδίες ανεξάρτητων 
πειραµάτων, μπορούμε να ορίσουμε ένα ολιχό πείραμα στο οποίο ὃα έχουµε επιτυχία την 
πρώτη φορά που Όα έχει επιτυχία ένα από τα δύο πειράµατα. Σ’ αυτή την περίπτωση, το 
πλήθος των επαναλήψεων που απαιτούνται για την πρώτη επιτυχία του ολικού πειράµα- 
τος είναι Ζ -- πήπ(Χ,Υ) όπου Χ, Υ είναι το πλήθος επαναλήψεων µέχρι την πρώτη 
επιτυχία στο πρώτο χαι το δεύτερο πείραμα, αντίστοιχα. Το ολιχό πείραµα αποτυγχάνει 
όταν αποτύχουν και τα δύο επί µέρους, δηλαδή µε πιθανότητα (1 -- Ῥι)(1 -- ῇ9), άρα η 
πιθανότητα επιτυχίας είναι 1 -- (1 -- ρι)(1 -- 9) Ξ- ᾳ. Συνεπώς, το πλήθος των προσπα- 


Ὀειών του ολικού πειράµατος µέχρι την πρώτη επιτυχία αχολουδεί γεωμµετριχή κατανομή 
µε παράμετρο ς. 
Λήμμα ϐ.5. (Ιδιότητες ανεξάρτητων διακριτών Τ.Μ.) Έστω Χ,Υ ανεξάρτητες δια- 
κριτές Ί..Μ. 

1. Έστω συναρτήσεις ϱ: ὃχ -» Ν, και: ου --Ἱ. Θα ισχύει 

ΒαιδΙα))- Εαα)ΕΦΟ). 
Βηδική περίπτωση της άνω είναι η 
ευρο. ορ ο ον 
ο ο ο ος 
ὃ. ΝΑΒ(Χ ΕΥ) ΞΝΑΗ(Χ)-ΕΝΑΕΗ(Υ). 


6.4. ΑΝΕΞΑΡΤΗΤΕΣ ΤΥΧΑΙΕΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΕΣ; 14 


Απόδειξη. 1. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 6.2 έχουµε: 


Ε(ά)Λ)) - δα ρκν(α, ) 


αξιοχ, ΕΥ 
- ο» » ο(σ)(νκ(α)ρν (9) 
πξεοκ υΕΙΥ 
ο. . » μμ. 
αςειδχ γεν 
- 2 μα αλρχία 1) 2. λν ὠρνϱ)) -- ΒΕΠ). 


2. Προχύπτει άµεσα από το πρὠτο σχέλος χαι την εφαρμογή του Λήμματος ϐ0.5. 


ὃ. Προχύπτει άµεσα από το δεύτερο σχέλος χαι την εφαρμογή του λήμματος ϐ.5. 


Παράδειγμοι 6.19. (Δύο ζάρια -- συνέχεια) Έϊστω πως Ἡ απὀ κοινού µάζα των 
αποτελεσμάτων Χ, Υ δύο ζαριών είναι η πρώτη από τις δύο του Παραδείγματος ϐ.2, 
οπότε οι ΑΧ, Υ εἶναι ανεξάρτητες. Θα έχουµε, για το ἀδροισµάτους ἅ ΕΥ: 


προς ο μιορς προ  ο αι 
τῷ 6 
Παρατηρήστε επίσης ότι 
ο 
Ε(Χ ΕΥ) -- Ε(Χ)-ΕΕ(Υ) -- στο λε, 


Πρέπει να τονιστεί ότι η τελευταία ισότητα Όα ίσχυε ακόμα χαι αν τα Χ,Υ ΔΗΝ ήταν 
/ 7, / /, / / / 
ανεξάρτητα, χαθώς το Λήμμα 6.2 (πάνω στο οποίο βασιστήκαμε) δεν απαιτεί ανεξαρτη- 
/ 
σίαι 


Παράδειγμα 6.20. Θα δείξουμε ένα παράδειγµα δύο διακριτών Τ.Μ. Χ.Υ΄ µε δια- 
σπορές ΝΑΠ/(Χ) Ξ ΝΑΠ(Υ) 3Ξ 0ϐ, αλλά τέτοιες ώστε να έχουµε ΝΑΗ(Χ ΞΥ)0. 
Έστω Χ » Βοτπ(1/2) οπότε νΑΠ(Χ)Ξ5(1/2)(1/2)Ξ 1/4 30, καιέσωυγ 5 -ᾱ 
οπότε ΝΑΠ/(Υ) - ΥΑπ((-1)Χ) -- (-1)3ΝΑΠ(Χ) -- 1/4 Ξ 0. Αλλά εφόσον εξ 
ορισμού η Χ ΕΥ Ξ- 0 είναι απλώς µια σταθερά, έχουµε ΝΑΗ(Χ -- Υ) Ξ 0, το οποίο 
Φυσικά δεν ισούται µε τον άδροισµα των διασπορών ΝΑΠ(Χ) -- ΝΑΠ(Υ) - 1/2. όπως 
προβλέπει το άνω λήμμα. Αυτό συμβαίνει γιατί προφανώς οι Χ, Υ δεν είναι ανεξάρτητες. 


Παράδειγµοι 6.21. (Μη ανεξάρτητες Ἡ.Μ. µε μηδενική συνδιακύµανση) Είναι δυ- 
νατόν δύο Έ.Μ. να µην είναι ανεξάρτητες, να έχουν όµως μηδενική συνδιαχύµανση. Για 
παράδειγµα, έστω δύο διαχριτές Τ.Μ. Χ,Υ µε από χοινού µάζα Ῥχγ όπως στον πιο 
χάτω πίνακα: 
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αι 0 |] 
ν ρυ(9) 
Ἓαεὶ ο τα ο [1/4 
4ο Πτα 1ο 
[ ο ἹἼα ο 1 
Ῥχί(σ)ῃ 1411/21 1/4 


Οι περιθώριες µάζες ῥρχ(α). Ῥγ (η) έχουν επίσης υπολογιστεί στον πίνακα. Όι Χ,Υ δεν 
είναι ανεξάρτητες, αφού 


ο) 
Ῥχν(0.0) 5-04 πόσα Ῥχ(0)γν (0). 
Για τη συνδιαχύµανσή τους, πρώτα υπολογίζουμε 
1 1 1 
Β(Χ) (1 | μα ττὉ, 
(αλτ(-1)κ 1 θκχ ; ντ 0 


Χαι παρομοίως Ε(Υ) -- 0 αφού οι Χ και Υ έχουν την ἴδια µάζα. Ηπιπλέον παρατηρούμε 
πως 
Ε(ΧΥ)Ξ δ »., ανρχν(α,γ) Ξ- 0, 
ὦξ-- 10.1 ἡ---- 1.0.1 
διότι όλοι οι όροι του πιο πάνω αὐροίσματος είναι μηδενικο! (ΠἩτξθήνζοθή 
Ῥχν(ᾳ, 9) Ξ- 0, για όλα τα δυνατά ζεύγη τιµών (ᾳ, ).) Άρα, 


οΟον(Σ,Υ) - ΕίΧΥ)- ΕΙΧ)]ΕΥ)-0-.0χ0-.0. 


Ορισµός ϐ.4. (Ασυσχέτιστες Τ.Μ.) Δύο Ί.Μ. Χ,Υ, καλούνται ασυσχέτιστες αν η 
συνδιακύµανσή τους ΟΟΝ(Χ,Υ) είναι µηδενική, δηλαδή ΟΟνΝ(Χ.Υ) Ξ- 0. Από τα 
προηγούμενα είδαμε ότι δύο Ἱ.Μ. που είναι ανεξάρτητες είναι και ασυσχέτιστες, αλλά 
το αντίστροφο µπορεί να µην ισχύει. 
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6.5 Αὐὕροισμα Ανεξάρτητων Τωχαίων Μετοβλητών 


Παράδειγμα 6.22. (Συνέλιξη) Έστω δύο ανεξάρτητες διακριτές Τ.Μ. Χ,Υ µε 
οχ Ξ ϱΥυ Ξ Ζ και µάζες ῥρχ(α), ϱγ({4) αντίστοιχα. Θα δείξουµε ότι η νέα Τ.Μ. 
Χ ΕΥ έχει µάζα: 


Ῥχνν (πι) ) Ῥχ()ρνίπι-- κ), πιεζ. 


Κ----οο 


Η πιο πάνω έκφραση είναι γνωστή ως η συνέλιξη των δύο μαζών Ρχ(α) και ρυ(υ). 
χαι εµφανίζεται συχνά σε εφαρμογές, ακόµα χαι εχτός Ῥεωρίας πιθανοτήτων. Αργότε- 
ρα Όα δούµε χαι την συνεχή εχδοχή τῆς, που έχει τη µορφή ολοκληρώματος αντί για 
αὑροίσματος, Χαι τῆς οποίας η χρήση είναι αχόµα πιο διαδεδομένη. 

Πράγματι, παρατηρούμε πως, για οποιοδήποτε τιµή πι Εε Ζ, η Χ -Γ Υ΄ ισούται µε τη 
αν χαιµόνοανη ἅ --ἄ καιηΥ --πι-- ἅ για κάποιο ἅ Ἔε 7. Συνεπώς: 


ρχωγ(πι) -- Ρεντ τ){ ι) αρ τα) 


Ξ ν. Ρ({Χ -}Ω(Υ -πι- Ε)) -- . Ρ(Χ --Ε)Ρ(Υ --πι -- ) 
ο ρχ(ρνίηι -- κ). 


ΗΠ πρώτη χαι Ἡ τελευταία ισότητα προχύπτουν από τον ορισμό τῆς µάζας, η δεύτερη 
προκύπτει γράφοντας το ενδεχόμενο { Χ ΕΥ Ξ- πι} σαν ένωση ξένων ενδεχόμενων, 
Ἡ τρίτη προχύπτει ακριβώς επειδή τα ενδεχόμενα είναι ξένα, ενώ Ἡ τέταρτη λόγω της 
ανεξαρτησίας των ΑΧ, Υ. 


Παρατήρηση: Παρατηρήστε ότι αν µια ὮἙ.Μ. Χ έχει σύνολο τιµών ὁχ 6 Ζ μπορού- 
µε να Ὀέσουμε ως νέο σύνολο τιμών τῆς το Ζ, Ῥέτοντας µηδενιχές τις πιθανότητες των 
ακεραίων εχτός του αρχικού Φχ. Αντιστρόφως, μπορούμε να αφαιρέσουμε από το σύνο- 
λο τιµών 5χ οποιαδήποτε τιµή ἆ για την οποία ρχ(ᾳ) Ξ- 0. Και οι δύο αυτές διαδικασίες 
δεν αλλάζουν ουσιωδώς την Χ, χαι γενικεύουν την εφαρµογή του άνω παραδείγματος. 
Δείτε τα παραδείγματα που αχολουνούν. 


Παράδειγµοι 6.25. (Άδροισμα ανεξάρτητων βΡοΐθδοπ Τ.Μ.) Αν οι Τ.Μ. Χ και Υ 
είναι ανεξάρτητες, µε χατανοµές Ροϊβδοπ(λ) χαι Ροΐδδοπ(μ) αντίστοιχα, Όα δείξουμε ότι 
η Τ.Μ. Χ-εΥ΄ έχει κατανομή Ροϊββοπ(λ -- μ). 
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Πράγματι, έστω ϱῥχ(α) και ῥΥ(4) οι µάζες των Χ χαι Υ, αντίστοιχα, χαι έστω 
Ρχιγ(Πι) η µάζα της ἅ -ΓΥ. Από το προηγούμενο παράδειγµα, έχουµε: 


ο ο”. σοι 
Κξ---οο κ--θ | | 
ο-(ἂμ) πι] ὅσα 

πι η ώ ται, 


ον" 


Παρατηρήστε ότι σε αυτή την περίπτωση χαι οι δύο Τ.Μ. που απαρτίζουν το άδροισµα 
είναι µη αρνητικές, Χαι συνεπώς δεν προχύπτει άπειρο άῦροισμα όπως στην γενική πε- 
ρίπτωση του προηγούμενου παραδείγµατος. Επίσης, η τελευταία ισότητα προχύπτει από 


(α -- ϐ)” -- . α ὃ οσο, 


μ--θ 


το διωνυµιχκό δεώρημα: 


Συνεπώς, Χ ΕΥ  Ῥοϊβδοπ(λ-- µ). 


Παράδειγµοι 6.24. (Άδροισμα ανεξάρτητων διωνυµικών Τ.Μ.) Σε αυτό το παρά- 

δειγµα ὃα δείξουµε ότι το άῦροισµα δύο διωνυμιχών Τ.Μ. Χ.Υ΄ µε παραμέτρους Τι, ρ 

χαι Τι, ρ αντίστοιχα, ανεξάρτητων μεταξύ τους, έχει Διωνίτι - Τιο, ϱ) κατανομή. 
Έστω ῥρχ(α) και ϱγ() οι µάζες των Χ και Υ, αντίστοιχα. Παρατηρήστε πως 


ο» ο - 


Κ----οο 


ΠΗΙΠ{ ΤΗ ΤΙ} 
τοι κ Τι--ἷ Το) πι---ᾗε Το Τι ΓΚ. 
τς Ί.--- 1 Ἱ.-- 2 
ν (νε ϱ) (ος κ) (1 --) 


{ξθιιακ{θμπι--Τιο} 


ου ο. (60) 


ἀΞξπιαχ{θ,τη--Τιο} ον 
Τα όρια στο ἀῦροισμα προέχυφαν κρατώντας µόνο τις τιµές του ἅ για τις οποίες εἶναι 
Ὀετιχές χαι οι δύο µάζες. Παρατηρήστε ότι όταν Ίπι 3 ΤΙ ΓΤο ή Ίι «0. το άνω άδροισµα 
είναι χενό και προχύπτει πως ῥχγ(πι) Ξ-- 0, όπως χαι µε την Διων(τιι πο, ϱ) κατανομή. 
Αρχεί λοιπόν να επιχεντρωὺούµε στην περίπτωση θ «πι πι -Γ πρ. 
Σε αυτή την περίπτωση, παρατηρήστε πως 


ο ὢων- - 


ἀΞξπιαχ{θ,τη--Τιο} 
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Πράγματι, έστω το εξής πρόβλημα: Έχουμε τι 3 0 άντρες χαι Τι ὸ 0 γυναίκες, χαι 
πρέπει να φτιάξουμε µια επιτροπή από πι άτοµα,µεθ «πι «πι -Γπο. Το δεξί µέλος 
της (6.4) µας δίνει τους δυνατούς συνδυασμούς. Επιπλέον, κάθε ένας από τους όρους 
του αριστερού σχέλους της (6.4) µας δίνει τους τρόπους µε τους οποίους μπορούμε να 
φτιάξουμε µια επιτροπή πι ατόµων µε ἔ άντρες. Σχετικά µε τα όρια του αὑροίσματος, 
παρατηρήστε ότι σε χάὺε όρο του αὑροίσματος ο αριδµός των αντρών ᾗ Όα πρέπει να 
είναι: 


1. το πολύ ίσος µε τον ολικό αριὺμό αντρών, δηλαδή ἅ «ται, 
2. το πολύ ίσος µε το μέγεὺος της επιτροπής, δηλαδή ἅ --ππ, 
ὃ. μεγαλύτερος ή ίσος του μηδενός, δηλαδή ἕἆ 32 0, χαι τέλος, 


4. αν Τι 3» Ίο (δηλαδή τα µέλη της επιτροπής είναι περισσότερα από τις γυναίκες) 
μεγαλύτερος ή ίσος από το Ί --πο, δηλαδή ἅ 2 πι -- πο. 


Συνδυάζοντας όλους αυτούς τους περιορισμούς, προκύπτουν τελικά τα όρια του αὗροί- 
σµατος. Ἡ ταυτότητα (6.3) είναι µια από τις απλούστερες µορφές τῆς ταυτότητα του 
Ψαπάοτπιοπάο (χαι όχι Νο]άεπιοτί). 

Ἠφαρμόζοντας τελικά την (6.4) στην (6.3), προχύπτει τελικά πως 


Τα Το τι Ίντι ΓΤτο- Τι 
ρλον) { - }ν Εν ο αμοσ 


δηλαδή το ζητούμενο. 

Το αποτέλεσµα είναι αναμενόμενο. Πράγματι, το Χ εχφράζει το πλήθος των επιτυ- 
χιών σε 1 πειράµατα, ανεξάρτητα μεταξύ τους χαι µε πιθανότητα επιτυχίας ῥ. χαι το 
Υ΄ παρομοίως εχφράζει το πλήθος των επιτυχιών σε Ίο πειράµατα, ανεξάρτητα μεταξύ 
τους, χαι ανεξάρτητα από τα πρώτα, επίσης µε πιθανότητα επιτυχίας ῥ. Άρα, λογικά το 
Χ ΕΥ εκφράζει τον πλήθος των επιτυχιών στο σύνολο των Τὰ1 -Ίιο όμοιων πειραµάτων, 
χαι συνεπώς πρέπει να αχολουδεί την διωνυµική κατανομή. 


Παράδειγμα 6.25. (1)µπφεοπς ἔ Ώταφοτι) Θα υπολογίσουμε την µάζα του αὗροί- 
σµατος των αποτελεσμάτων τριών δίκαιων χαι ανεξάρτητων ζαριών. 


Έστω πως Χ, Υ, ὄ τα αποτελέσµατα των τριών ρίφεων. Αρχιχά, παρατηρούμε πως 
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µε χρήση του Παραδείγματος ϐ.22 έχουµε 


1 1 
Ρχαν(2) -- Ῥχν()ρχς, 
1. 1 
Ῥχεν(ϐ)  Ῥχ(2)Υ(1) Ερχ(1)ργ 2) Ξ2Χ ο τοι 
1. ἩἹ1 
Ῥχεν(4) -- Ῥκ(ϐ)ρυ (1) Ε ρκ(2)ρυ(2) Ε ρκ(Ώ)ρυ(9) -- ὃ χ οσο, 
ἣ.. 
ΡχΦΥ(ϐ) -- ρχ(Όρν) Γρχ(δ)ρΥ() Γρχ(ῶνν(ϐ) Γρχ(ρν) -Αχρας, 
χαι συνεχίζοντας µε αυτόν τον τρόπο προκύπτουν οι εξής τιµές της µάζας του Χ ΕΥ: 
1 2 9 4 
ο --- αγ(9) -- --- ο -- πο ο) ---- 
ΡΧ γ{ ) 9) ΡχΧ γ( ) 3) Ρχ γ( ) 3) ρχ γ( ) 3) 
(ϐ) -- - (0) -- ας (ϐ) -- -ς (ϐ) -- ας 
ΡΧΗΥ  Ὢρ) ΡΧΗΥ  Ὢρ) ΡΧΥ -9ρ) ΡχΧ-Υ  Ὢρ) 
9 . 1 
10) -- --- 11) -- --- 19) -- --- 
ρχιν{ ) ος” Ῥχκινί ) ας. ρχιν( ) 86 


Στα άνω, ουσιαστικά απαριὐµήσαμε όλους τους τρόπους µε τους οποίους µπορεί σε χάδε 
περίπτωση να προχύψει ένα αποτέλεσµα για το ἀάῦροισμα χΧαι υπολογίσαµε το άδροισµα 
των αντίστοιχων πιδανοτήτων, χρησιμοποιώντας χαι την ανεξαρτησία των ρίψεων. 
Κατόπιν, για να υπολογίσουμε την µάζα της Χ -- Υ -- ζ, επαναλαµβάνουµε την άνω 
µέδοδο, αλλά για τις τυχαίες µεταβλητές (Χ ΕΥ) και ὔ. Για παράδειγµα, 
.... 1 


«ΕΤ. -- μα 2) 1 Έξι ερ ----- Έτ εξ εξτ-ττ 
ΡχΧΙΥΖ(9) Ῥχιν(2)2(1) πρ Χ ντα 


δι πι ας ας δν) 


ΞΕΥ-- 4 --ᾱ ας 9 1 2 2 -- | ΞΕ : 
κ γγεΖ(8) Ρχιν(9)27(1) Ε Ρχιν(2)27(2) ος πο οσο 


1 Ό 6 
Ἕξ οσο αστλι ά Έπος σοι νι Ἕα τ ο 
Ῥχιν 29) 010. ΈΧΗΥ Ζ{4) ο10. Ῥχνν Ζ{5) πα 
10 ο 21 
ΡΧ.ΙΥ-Ζ(6) -- ὦΊϱ. Τὰ1 Υ.εΖ() 9]β᾽ ῬχενεΖ(δ) ος’ 
 . ῇι λαό 
ο μι ο ατ μασ]: 
ρχιν,Ζ(9) οΊ0. ΤΧΥ Ζ{10) οΊ0. Όχνν Ζ{11) ος’ 
Ἂ α 21 ς 
.. 12 ο αν --ᾱ αι σρισι 14): ---- 
ΡχΙΥΖ(12) σΊρ. ΤΧΥ 7139) οΊ0. Όχνν Ζ{14) ος’ 
(18) -- ον (16) -- ο με 
ΤΧ.ΙΥΖ 916) κενο 916) ρκινζ 916) 
1 
πο 
ΡχΙΥιΖί 8) 916 


Η µάζα χαι η συνάρτηση χατανοµής του ἅ -ΕΥ -- ὄ έχουν σχεδιαστεί στο Σχήµα ϐ.1. 
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Σχήµα 6.1: Ἡ µάζα χαι η κατανομή του Παραδείγματος ϐ.25. 
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6.6 Πολλές Τωχαίες Μεταβλητές 


Στις προηγούµενες παραγράφους αυτού του χεφαλαίου περιοριστήκαµε στην περίπτωση 
δύο από κοινού κατανεµηµένων διαχριτών Τ.Μ. Όμως όλη η ὑεωρία που αναπτύξα- 
µε µπορεί να επεκταθεί εύχολα στην περίπτωση πολλών διακριτών Τ.Μ. Σε αυτή την 
παράγραφο παρουσιάζουµε συνοπτικά την επέχταση της ὑεωρίας, χαι τα πιο χρήσιμα 
αποτελέσµατα της. Παραλείπουμε τις περισσότερες αποδείξεις, καθώς είναι όμοιες µε 
αυτές της περίπτωσης των δύο Τ.Μ. 


Ορισµός ϐ.6. (Από κοινού µάζα χαι περιθώρια µάζα) Έστω πι διακριτές τυχαίες 
μεταβλητές Χι,..., ἅπ, µε σύνολα τιµών θχι,...)ΦΧ, αντιστοίχως. 
1. Ορίζουµε την από κοινού συνάρτηση µάζας πιθανότητας ή από κοινού µάζα ως την 
συνάρτηση ΡΧι..Χ,{α1ν..« Όη) τΘχι Χ::  Χώχ, -ὃ 10,1] µε 


ρχι. χω, νε. η) ΞΏ Ρ(Χι ιο ν σα Ξς ο. σι εξ ου ια το ξ ας. 


2. Οι µάζες πιθανότητας των Χι,..., Ἁπ καλούνται περιδώριες µάζες πιθανότητας. 


Λήμμα ϐ6.6. (Ιδιότητες από κοινού μάζας) Έστω τι διακριτές Τ.Μ. Χι,..., Χπ, µε 
σύνολα τιµών Θχι....Χ, και µάζες Ῥχι(α1),... κ, (απ) αντιστοίχως. Η από κοινού 
μάζα τους Ῥχι. Χ,(σι,..«,ῶπ) έχει τις εξής ιδιότητες: 


αι . ο ο. αμ. 


Φε ππεθνῃ 


2. Έστω Α ένα οποιοδήποτε υποσύνολο του καρτεσιανού γινομένου Όχι Χ:': Χῶχ.. 
] ότε 
στι ο, - υ- » βΧ.. Χα... αμ). (6.5) 
πο  πη)Ετλ 


ο Ῥκ.(ᾳ) τ- ο. ον ο ο ο ο. 


Φε, ο ασ αι 1 ΕΘΧ/ μι ο. ο ὔπΕΧῃ 


Λήμμα 6.Τ. (Ιδιότητες µέσης τιμής συνάρτησης πολλών Τ.Μ.) Έστω πι διακριτές 


τυχαίες μεταβλητές Χι...., ἅπ, µέ σύνολα τιµών Θχι,...,2Χ, και από κοινού µάζα 
ο ο ο 
1. Έστω Τ.Μ. ΖΞ ο(Χι,..., Χπ). Η µέση τιµή της ισούται µε 
Ε(2) -- Ε((Χι,..., ἂ)) -- » πι οσο ου 


ει οωμεσσ 
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2. Αναι,ὸ ΕΙ. 


ὃ. Πιο γενικά, αν έχουµε Κ Τ.Μ. Ζι οι(Χι,..., Ἀπ), ΕΞ1.,..., Κ, κατα ΕΤΒ, 


Ε σ πω α) ο ο ο ος 


ΨΑΗ σ. ο ) - ὺ νΛΕ(Σ)) κ.» Οονίλ,χ). (6.6) 


πα] 1ς{« «η 


Απόδειξη. Θα αποδείξουµε µόνο το τελευταίο σχέλος, καθώς παρουσιάζει ενδιαφέρον. 
Παρατηρήστε πως 


ΥΑΗ, σ, κρ- ) 


1Ξ-1 


Μα ϱ κ) ε[Ώυε ον - 1] [ 
ο... 
τε ο) βρε ου) 


ιο 


5.15 Β((Χι-- Ε(Χ)(Σ! -- Ε(Χ/)) 


ἐξ 151 


1ν 


ΣΕ (ὰ:- ΕαηΧα.- ΕΙΧ) 


Τι ΔΝ 


Γν ». Ε((Χι- Ε(Χ(Σ:-- Ε(/))) 
1 15Ξ1, 1ΠΕι 


-ΣΝΛΗ(Χ/) 2 5 ΟΟΝ(ΧΗΧ). 


1 «ἰ«/«τπ 
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Ορισμός 6.6. (τι ανεξάρτητες Τ.Μ.) τι διακριτές Τ.Μ. Χι,..., Χπ, µε σύνολα τιµών 
Όχι... ΦΧ,, αντιστοίχως, καλούνται ανεξάρτητες αν για οποιαδήποτε υποσύνολα Αι; 
ο ο ρυε 


Ρ(Χι ΕΑι,..., Χπ Εε Απ) Ξ Ρ(Χι εΑι).. πο. ε Απ). 


Λήμμα 6.8. (Κριτήριο ανεξαρτησίας Τ.Μ.) Έστω η διακρπές Τ.Μ. Χι,..., Χπ, µε 


σύνολα τιµών Όχι,...ΘΧ,, από κοινού µάζα Ῥχι,. χ,ίαι,.... π), και περιθώριες µάζες 
Ῥχ,(αι), ἵ ξ Γρ ντ. Οι Χι,..., πι είναι ανεξάρτητες αν και µόνο αν για οποιαδήποτε 


πι Ε 9χ, έχουµε 
χι... Χο, π) Ξ- Ρχι (01) -. «χι (ση) 


Λήμμα 6.9. (Ιδιότητες ανεξάρτητων μεταβλητών) Έστω πι διακρπές ανεξάρτητες 
τν ον, 
1. Οποιοδήποτε υποσύνολο από τις Χι,..., Ἁπ είναι επίσης ανεξάρτητες Τ.Μ. 


2. Έστω συναρτήσεις 0: ὁχ, -ὃ Ἱ. Θα ισχύει 


Ε(οι(Χι) ... οι(ἂ)) -- Είαοι(Χι))... Εθ(Χπ)). 
Βηδική περίπτωση της άνω είναι η 


ον νο εαν. 


ἃ. ΝΑΒ, σ. κ) - υ νλΗ(Χ 


υπ 


Παράδειγμα 6.26. Ἔιστω τρεις ανεξάρτητες Τ.Μ. Χι, Χ», Χῃ που έχουν όλες την 
ίδια µάζα, χαι, κατά συνέπεια, την ἴδια µέση τιµή µΞ-- Ε({Χι). Ορίζουµε δύο νέες Τ.Μ., 
τις Υ - Χι- Χο και ὄ - ἎΧι-- ἅ. Ἐφόσον χαι οι δύο εξαρτώνται απ΄ την ἅἎι 
περιμένουμε πως δεν ὃα είναι ανεξάρτητες, Χαι πως πιθανότατα η συνδιαχύμανσή τους 


δεν Όα είναι μηδενική. Έχουμε: 


σον Ξ Ε(Υ2)- Μ(Υ)Ε(2) 

ο ια, Ἡ Ε(ΧιΓ ΧΟ)Ε(Χι  Χε) 
(Χ 

(ατ 


Ε ορ ο ρω. ο ... 
-(Β(Χι)" -- Ε(Χι)Ε(Χ9) -- ΕιΧμΕίσω -Ε(Χ2)Ε(Χ9). 


Ι 
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Όμως επιπλέον, λόγω της ανεξαρτησίας των ἃἎπ, έχουµε Ε(ΧιΧι) Ξ- Ε(ΧΛΕ(Χ)Ρ. 
Συνεπώς, οι έξι όροι πιο πάνω εχτός του πρώτου χαι του τέταρτου απλοποιούνται, διότι 
είναι όλοι ίσοι µε ΞΕ(Ε(Χ))” -- μὲ, και τελικά προχύπτειπως ΟΟΝ/(Υ, Ζ) -- ΝΑΗ(ΧΙ). 
Άρα, η συνδιαχύµανση μεταξύ Υ΄ και ὤ όχι µόνο είναι µη μηδενική (όπως περιμέναμε), 
αλλά επιπλέον ισούται µε τη διασπορά της .Μ. Χι η οποία συνδέει τις Υ΄ και ἤ. 


Παράδειγμοι 6.27. (Μέση τιµή και διασπορά της διωνυµικής κατανομής) Θα χρησι- 
µοποιήσουµε την Ῥεωρία που έχουµε αναπτύξει µέχρι τώρα για να υπολογίσουμε, µε πολύ 
εὐκολο τρόπο, την µέση τιµή χαι τη διασπορά της διωνυµικής κατανομής. Έστω Τ.Μ. 
ἅ που αχολουδεί την διωνυµιχή κατανομή µε παραμέτρους Ν χαι ῥ. Ικατά τα γνωστά 
από τη ὑεωρία, η ἅ εχφράζει τον αριθµό των επιτυχιών σε Ν ανεξάρτητα πειράµατα, 
χαθένα µε πιδανότητα επιτυχίας Ρ. Συνεπώς, η ἅ µπορεί να γραφτεί ως Χ -- ο Χι 
όπου οι ἅι, ὃ-- 1,..., ΔΝ είναι ανεξάρτητες Τ.Μ. Ῥειποι]]1, όλες µε παράμετρο ϱ, χαι 
συνεπώς µε µέση τιµή Ε/{Χι) -- ϱ χαι διασπορά ΝΑΠ/(Χ|) -- ϱ(1 --). Έχουμε: 

Ν Ν Ν 

Ε(Χ) - Ε ο κ) -»ὃ Ε(Χ) -δ ΡΞΝΡ. 

ἐ--] μα] ἐ-ι 

Για να υπολογίσουμε τη διασπορά, παρατηρούμε απλώς πως 


Ν Ν 
ΥΑΗΒ(Χ) - νΑΕΒ ο τ) -» ΝΑΒ(Χ) Ξ ΝΜΙ --ρ). 

ἐ--1 ἐ--] 
Παράδειγµοι 6.28. (Μέση τιµή και διασπορά τῆς υπεργεωµετρικής κατανομής) Με 
χάποιες τροποποιήσεις, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τη µέῦοδο του προηγούμενου 
παραδείγματος για να υπολογίσουμε τη µέση τιµή χαι τῇ διασπορά της υπεργεωμετρικής 
κατανομής. Έστω Χ µε κατανομή Ύπερ(Ν, ἆ,τι). Ἡ Χ εκφράζει τον αριθµό αντικειµέ- 
νων τύπου { που Όα λάβουμε αν πάρουµε Τι αντικείµενα από Ν, εχ των οποίων ἆ είναι 
τύπου 1 χαι τα υπόλοιπα τύπου ΠΠ. Συνεπώς, η ἅ µπορεί να εκφραστεί ὡς άδροισµα 
Χο» ιΧι, όπου οι Χι είναι όλες Βοιποι]!, προφανώς µε παράμετρο .. Άρα: 


Ε(Χ) - Ε οκ) - », ΒΔ) - 5 -- . 


το 
Για να υπολογίσουμε τη διασπορά, παρατηρούμε καταρχήν πως οι ἅι ΔΕΙΝ είναι ανε- 
ξάρτητες. Για παράδειγµα, αν το πρώτο αντικείµενο που ὃα πάρουμε είναι τύπου Ἰ, τότε 
μειώνεται χάπως η πιθανότητα να είναι τύπου 1 και το δεύτερο αντικείµενο. Άρα, Όα 
πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τη σχέση 


ΑΗΒ(Χ) - ΝνΑΕΒ . κ) --  νΛΗίΧ)) «2 ὸ ΟΟον(ΧιΧ). 


ὖ--1 1ς«ί« «η 
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Παρατηρούμε καταρχήν ότι, αφού οι Χι είναι όλες Βειποι]]]ῖ µε παράμετρο αν .Όα έχουµε 


νΑκρω- πα). 


Ηπιπλέον, προφανώς, για λόγους συμμετρίας, Όα έχουµε επιπλέον 
σον(χι͵ ΧιῃηΞξ ΟΟΝ(Χι,Χδ)Ξξ Ε(ΧιΧο) -- Ε(Χι)Ε(Χ2), 


για χάδε {,] τέτοια ώστε 1] «ί-«1ςπ. Παρατηρούμε όµως πως η Τ.Μ. ΚιΧ» είναι 
1 αν χαι µόνο αν τα πρώτα δύο αντικείµενα είναι τύπου 1. Λυτό γίνεται µε πιθανότητα 


κ Κ--ι / 
πο πττς Ἀρά τελῳκά 


ΔΝ 
ο - αλ ΜΕ) 
Ε(ΧΙΧΟ --Ι | 1 εις 
(Χιλ) «η κητιλοκ{ πΧ ηστ) ΝίΝ- Ὁ 


χαι συνδυάζοντας όλα τα άνω: 


ἀ ἀ κκ -- 1) ο 

ΥΑΠ(Χ) ον ι -- π) Ἔ πῄτι -- 1) .- -- δι] 
κ απ ία -ᾱ (απ- 1] πΚ(Ν-ικ)ίΝ --π) 
Ν Ντι τν |- ΝΑ(Ν -- 1) 
Παράδειγμοι 6.29. (Το πρόβλημα των συζύγων) Σ;ε κάποιο πάρτι, Ν άτοµα αφήνουν 
τα χαπέλα τους σε ένα τραπέζι. Τα χαπέλα αναχατεύονται χαι, φεύγοντας, χάῦε άτομο 
παίρνει στην τύχη ένα χαπέλο. Ὥστω Χ το πλήθος των ατόµων που παίρνουν το διχό 
τους Χαπέλο. Θα υπολογίσουμε τη µέση τιµή χαι τη διασπορά της Χ. 

Θα χρησιμοποιήσουμε τις βοηθητικές Τ.Μ. ἅι, Ἱ-- 1.2,...,Ν, όπου Χι -- 1 αν το 


/ η / / 4 / / ὴ 
άτομο { πάρει το δικό του καπέλο, χαι Χι -- 0 στην αντίθετη περίπτωση. Παρατηρούμε 


ότι Χ - Χι-- Χο." ἂν. Ὠπιπλέον, λόγω της συμμετρίας του προβλήματος, η 
πιδανότητα να πάρει ένα άτοµο το δικό του καπέλο είναι ψ. Συνεπώς η µέση τιµή της 
χάδε Χι είναι 


| 1 | 
Ε(Χ)Ξ1Ικ-- ανα, 
πα. 
χαι συνεπώς 
1 
Ε(Χ)Ξ ΡΕ(Χι-- Χο---.. ἂν) -- Εν) «Ε(Χ).' Εαν) ΞΝχςι 


/ ὦ / / 2, / αι / / / ἂ. 
Άρα, χατά µέσο όρο, αχριβώς ένα άτοµο Όα φύγει µε το δικό του χαπέλο. Παρατηρήστε 
ότι το αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο του Ν, χάτι που ίσως να µην αναμενόταν. 
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Για να υπολογίσουμε τη διασπορά, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε την (6.6). Βναλ- 
λαχτικά (χαι µε περίπου τον ἴδιο όγκο πράξεων) παρατηρούμε καταρχήν πως 


ο 


Ε ο σα) -- ν  ΕίΧΙΧ). 


ἐξ 1:-ι ἐξ {--ι 


ρω 


Στο τελευταίο πιο πάνω διπλό άδροισµα, υπάρχουν Ν όροι της µορφής Ε(Χ2), και 
Ν(Ν -- 1) όροι της µορφής Ε(ΧιΧ]) για {πε 1. Εφόσον οι ἅι είναι Τ.Μ. Βειποι]!, 
πάντοτε έχουµε Χξ -- Χι χαι συνεπώς, 

ο αρο- -- 
αβ- Είκ)-α 
ενώ για { πε 1, βρίσκουμε, απὀ τον ορισμό της δεσμευμένης πιδανότητας, 
κος ως 
1 1 
ο ο ρα ος 


Άρα, τελικά, 


Ε(ΧΣ) - Ε ο) ΝΑ Ν(Ν ΡΜ η 


χαι για τη διασπορά έχουµε 
ΨΑΠ/(Χ) - Ε(Χ2) --(Ε(Χ)) --ι. 


Αν χαι δεν το αποδειχνύουµε εδώ, αναφέρουμε ότι η κατανομή του ἅ, χαθώς το 
Ν --»οο, τείνει στην χατανοµή Ροϊβδβοη µε παράµετρο λ-- 1. Μπορείτε να εξηγήσετε 
διαισθητικά γιατί; 


Παράδειγμα 6.90. (Επιζώντα ζευγάρια) Έστω µία πόλη µε Ν ζεύγη ανδρών χαι 
γυναικών (δηλαδή µε συνολικό πληθυσμό 2Ν ατόμων.) Αν υποδέσουμε ότι Κ τυχαί- 
α άτοµα πεθαίνουν, Όα υπολογίσουμε τη µέση τιµή χαι η διασπορά του πλήδους των 
ζευγαριών που παραμένουν. Εννοείται ότι όλοι οι ἀνῦρωποι είναι εξίσου δυνατόν να πε- 
Ὀάνουν, χαι οι δάνατοι είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους. Το πρόβλημα αυτό διατυπώῦηχε 
για πρὠτη φορά από τον 1)απὶε] Ώοεγποι]]1, το 1105. 
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Έϊστω οι τυχαίες μεταβλητές Μι, ἔι, ἱ -- 1.2....,Ν., όπου, για κάθε {, έχουµε 
ΜΙ -- 1 (ή 0) αν ο {-οστός άνδρας επιβιώσει (ή πεθάνει), χαι αντιστοίχως ΕΞ 1 (ή ϐ) 
αν η {-οστή γυναίκα επιβιώσει (ή πεθάνει). Επιπλέον, ορίζουµε τις Τ.Μ. ὤΖι οι οποίες 
παίρνουν την τιµή 1 αν το ζευγάρι { παραμείνει, αλλιώς ὤι -- 0, και παρατηρούμε πως 
ζι- ΜιΕι, για κάθε {. Το συνολικό πλήδος, έστω ὄ, των ζευγαριών που παραμένουν 
είναι ὅ -- .. ών. νο) ΜΕ: χαι για τον υπολογισμό της ζητούµενης µέσης τιμής 
Ε{Ζ) αρχεί να υπολογίσουμε την Ε/{ᾷι) της χάδε Ζι. Παρατηρούμε ότι, από τον ορισμό 
της µέσης τιμής χαι τον ορισμό της δεσμευμένης πιδανότητας, έχουµε, 

β)θ οεΕώ ξυ ΕοςΕ(ΖΞΘΙΞΕΡΗΑΜΙΞ ΥΠ ΕΞ] 
Ν.Ε ὃΝ-Κ-1 
ον οΝ- ΙΤ 


/ / νά / / / / ή /, « 
οπου Ἡ τελευταία ισοτητα προχώπτει χαθώς, αν γνωρίζουμε οτι επιβίωσε ο άνδρας 2. 


- Ρ(ίΜ;-- Ο)Ρ(ΕΞ-1Μ,-- 1) -- 


µένουν 2Ν -- 1 άτοµα εχ των οποίων Όα επιθιώσουν τα ΑΝ --ᾱ-- 1. Συνδυάζοντας τα 
πιο πάνω βρίσκουμε την ζητούμενη µέση τιµή: 


Ν Ν 
(2Ν -- Κ)(2Ν --κ-- 1) 
ο ο. 
Ἠπιπλέον, 
ο ο ας ο ο ως νι πμ πα 
2Ν --Κ . ΑΝ-Κ-τ1 
2Ν 2Ν --1 
Ακολούδως, παρατηρούμε ότι 


Ῥ ο ες Ε ο ) το (ο :) ο 2) ος ο 


5] ἐξ 1ι 


Όμως, αν {πε Ἰ: 
Ε(Ζ:7/) - Ρ(Μ-- Μι -- Ει-- ΕΙ -- 1) 
ο Να Μς ΝΕ ΕΟΝ 8) 


μα Ἡ Ν(Ν --Ο(Ν --2)(Ν -- 8) 


Η τελευταία ισότητα προχύπτει καθώς υπάρχουν ο συνδυασμοί Δανάτων, αλλά µόνο 
Ν--4 / / ὦ / / / 
( ) από αυτούς αφήνουν άδιχτα τα δύο ζεύγη. 
Συνδυάζοντας τις άνω, προχύπτει, µετά από πράξεις, ότι: 


ιο ο ρ- Ὁ οι  . 
ΟϱΝ--Κ--2)2Ν-- κ--θ)͵ 1 (οΝ --Ε)(2Ν --ᾱ-- 1) 
(Ν --2)(Ν -- 8) 2(οΝ -- 1) 4(οΝ --1)2 


Κεφάλαιο σ 
Σιυνεχείς Γωχαίες Μεταβλητές 


Στα προηγούμενα χεφάλαια ασχοληδήχαμε αποκλειστικά µε τη µια από τις δύο σηµαν- 
τιχές κατηγορίες τυχαίων μεταβλητών, τις διακριτές. Σε αυτό το χεφάλαιο ῦα ασχολη- 
Ὀούμε µε τη δεύτερη σηµαντική κατηγορία, τις συνεχείς. 

Δύο βασικοί λόγοι ωδούν το ενδιαφέρον µας για τις συνεχείς Τ.Μ. Ο ένας εἶναι 
προφανής: Πολλές ποσότητες που είναι σηµαντιχές στην πράξη, μπορούν από τη φύση 
τους να μοντελοποιηὺδούν εὖχολα χαι επακριβώς ως συνεχείς Τ.Μ. --π.χ., ο χρόνος 
που διαρχεί η εχτέλεση ενός αλγορίῦμου, η δερμοχρασία ενός επεξεργαστή, η απόσταση 
μεταξύ ενός χινητού τηλεφώνου χαι της χεραίας µε την οποία επικοινωνεί, χ.ο.κ. Ό 
δεύτερος λόγος είναι πιο λεπτός, χαι σχετίζεται µε Ικεντρικό ΟΌριαχό Θεώρημα. Σύµφωνα 
µε το αυτό το ὑεώρημα, αν οι Τ.Μ. ἅι, Χ»,..., ἂν εἶναι ανεξάρτητες χαι έχουν όλες 
την ἴδια κατανομή τότε ο ἐµπειρικός µέσος όρος 


ι ὃ 
ἂν- Σ Χ, 
µπορεί να προσεγγισὺεί µέσω της κατανομής µιας συνεχούς τυχαίας µεταβλητής, συγ- 


χεχριµένα της λεγόμενης κανονικής κατανομής. Λυτό ισχύει αχόµα χαι αν οι Τ.Μ. 
Χι, Χο,..., ΔΝ δεν εἶναι συνεχείς. 


τι] Σωνεχείς Τωχαίες Μεταβλητές 


Ορισµός 7.1. (Συνεχείς Τ.Μ.) διυνεχής Τυχαία Μεταβλητή (Τ.Μ.) καλείται κάθε 


συνάρτηση Χ: {) --» 1 όπου ο{) είναι ένας δεηλιατικός χώρος, και για την οποία υπάρχει 


µια συνάρτηση  : Κ --» Ι10,οο), η οποία καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, 
ή πυκνότητα πιθανότητας, ή απλώς πυκνότητα, τέτοια ώστε για κάθε ς Κ 


Ρ(Χ ε Β) -- η ο. (σι) 
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Σχήµα τ.Ι: Γραφική ερμηνεία του υπολογισμού της πιθανότητας Ρίας- Χ «ϐ) για µια συνεχή Τ.Μ. 
Χ µέσω τῆς πυχνότητας /(ᾳ). Η πιθανότητα Ρίας Χ « 0) είναι ίση µε το εμβαδόν του σχιασµένου 
χωρίου που σχηματίζεται απὀ το γράφημα της /{4), τον άξονα 3, χαι τις ευθείες α-- α χαι τ -- ὐ. 


Παρατήρηση: την απλούστερη περίπτωση χρήσης της (1.1), το Β είναι κλειστό χαι 
φραγµένο διάστηµα και η Γ(2) ολοχληρώσιµήη σε αυτό. Τότε το ολοκλήρωμα υπάρχει 
µε την αυστηρή έννοια του όρου. Για παράδειγµα, αν 8 -- Ἰα,0], και η Γ(ᾳ) είναι 


ολοχληρώσιμη στο [α. ὃ], η (7.1) γίνεται 


θ 
ρα «έν / λάς 
Η ολοχλήρωση απεικονίζεται γραφικά στο Σχήµα Τ.Ι. Δείτε το αχόλουῦο παράδειγµα. 


Παράδειγμοι Τ.1. (Ίµημµατικά γραμμική πυκνότητα πιθανότητας) Μια συνεχής Τ.Μ. 


Χ έχει την πυκνότητα 


0, ας--», 

(2.4), -2σας--ἶ, 
4 8, εως πας. 

αλ --α), κας», 

0 ποσα. 


-ῳἳ 


Θα απαντήσουμε τα αχόλουδα ερωτήματα: 
1. Ποια είναι η πιθανότητα (8 εκ - 2 


2. Ποια εἶναι η πιδανότητα ( κ«χκροςνχε 2) 


Έχουμε, κατά περίπτωση, 


τα, 


ΣΥΝΕΧΗΙΣ ΤΥΧΑΙΗΣ ΜΕΊΑΔΒΛΗΤΕΣ, 
Ε(α) 
--2 --ἶ ο 
Σχήµα τ.2: Παραδείγματα τ.1, Τ.2. 
τι 


3 »1 ο] 213 1 
ο ολο. 


2. Από τον ορισμό της δεσµευµένης πιθανότητας, έχουµε 


3 
Ῥι «κ «Ιοςτ δις 
ς | ) Ρο αχ ς«2) 


όπου Ρ(ὲ«Χς« 2) -- ᾖὶ χαι 


Ρήνος] 


165 
π. Ἡ 
4 324 
«χι» 
«χς2) 
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Σχήµα Τ.δ: Διαισθητική ερμηνεία της πυκνότητας }(α): η πιθανότητα Ρία- 3 «Χ σα) 
ισούται µε το εμβαδόν του σχιασµένου χωρίου, το οποίο, όταν το Δτ είναι μικρό, προσεγγιστικά είναι 
ίσο µε το εμβαδόν /(α)Δα ενός ορθογωνίου ύφους ]{α) και πλάτους Απ. (Φανταστείτε τι συμβαίνει 


όταν Απ -ὃ 0.) 


Παρατηρήσεις 


1. Διαισθητικά, η πυχνότητα [(α) στη Ὀέση α εχφράζει πόσο µεγάλη είναι η πιθανότη- 
τα να λάβει η ἅ τιµές χοντά στην α. Πράγματι, έστω πως η Τα) είναι συνεχής στο 
α. Τότε, από το Θεμελιώδες Θεώρημα του ()λοχληρωτικού Λογισμού, προχύπτει 
πως ισχύει το εξής ὁριο: 


Ρ(ίαε- δ«Χχς«αδ . ο ἳ 
Επι κ. ... Επι Ἱ{α Φωξ Τα). 


Δα-»0τ Ἅο ο ΔοσΟς Αα δε 


χαι συνεπώς 
Δ Δ 
Δο-0ιΔο»0-Ρ(α-ν «Χκανῖ) ο ας, 


Η ιδιότητα αυτή εξηγείται διαισθητικά στο Σιχήµα {.5. 


2. Λόγω της φύσης του ολοκληρώματος, µπορεί δύο Τ.Μ. να έχουν ακριβώς την ἴδια 
συμπεριφορά, δηλαδή οι πιδανότητές τους να βρεῦούν σε ένα σύνολο να εἶναι ίδιες 
για οποιοδήποτε σύνολο, αλλά οι πυχνότητές τους να είναι διαφορετικές! Σκε- 
Φτείτε, για παράδειγµα, τι Όα γίνει αν αλλάξουμε σε ένα σηµείο µια πυκνότητα. 
Παρομοίως, οι πιδανότητες όλων των ενδεχόμενων που αφορούν µια Τ.Μ. µπο- 
ρούν να περιγραφούν βάσει περισσότερων από µιας πυχνοτήτων. τα αχόλουδα, 
όταν Όα λέμε ότι βρήκαμε την πυχνότητα µιας Τ.Μ., Όα εννοείται ότι βρήκαμε µία 
πυκνότητα της Τ.Μ. 


τα, 
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Ὁ. Στον ορισμό της πυχνότητας πιθανότητας δεν περιοριζόµαστε στον αυστηρό ορισμό 


του ολοκληρώματος: 


(α) Αν το Β δεν είναι Χλειστό, τότε το ολοκλήρωμα λαμβάνεται στην Χλειστότητα 
του 8, δηλαδή στο μικρότερο Χλειστό υπερσύνολο του {. Τια παράδειγµα, αν 
το 2 Ξ- (1.2), τότε το ολοκλήρωμα λαμβάνεται στο [1, 21. 


(93 Αν το Β είναι ένωση διαστημάτων, τότε το ολοχλήρωμα λαμβάνεται ως το 
ἀῦροισμα των επί µέρους ολοχληρωμάτων. 


(Γ΄) Επιπλέον, το ολοκλήρωμα µπορεί να είναι χαταχρηστικό. Για παράδειγµα, αν 


η 8 (--οο, ζ), η (7.1) γίνεται 


κ 
Ρ(Χ «Κ) ος ας. 


. Υπενδυμίζουµε τους αχόλουῦους ορισμούς καταχρηστικών ολοχληρωμάτων πρώ- 


του τύπου: 


{άν - Ίνα [. 0) αν 
. μα πα / αν, 


ἔ-»οο 


.-- . ο... 


ή 7. / / / 
εφόσον δεν προχύπτει απροσδιοριστία οϱ --οο, Χαι όπουτοςς 1 και η επιλογή 


του δεν έχει σημασία. 


. Υπενδυμίζουμε τους αχόλουδους ορισμούς καταχρηστιχών ολοχληρωμάτων δεύ- 


τερου τύπου: 


/ οὗ δη / πι άα. 


τοῦ 


/ | {(α) ἂν 8 πι / | {α) ἆπ, 


ἐ--λα” 


όπου α «Ὁ. Στην πρώτη περίπτωση η (1) δεν είναι ολοχληρώσιµη στο Ἰα, 0], 
αλλά είναι στο Ία, ἔ] για κάθε ἑ ««ὐ. (Για παράδειγµα, γιατί υπ Το) Ξ 8 τη 
πο, 
δεύτερη περίπτωση η Γ(1) δεν είναι ολοχληρώσιµη στο [α, ῦ], αλλά είναι στο [ὲ, ϐ] 
για χάδε ἑ Σ α. (Για παράδειγµα, γιατί Επι 1 (4) σοι) 
ἐ--δα 
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ϐ. Υπενδυμίζουμε πως τα χαταχρηστικά ολοχληρώματα μπορούν να συνδυαστούν µε 
διάφορους τρόπους, εφόσον βέβαια δεν προκύπτουν απροσδιοριστίες οο -- οο. Για 
παράδειγµα, µπορεί ένα ολοκλήρωμα να εἶναι χαταχρηστικό πρώτου τύπου λόγω 
του αριστερού του άχρου χαι καταχρηστικό δευτέρου τύπου λόγω του δεξιού του 
άχρου. Περισσότερα σε εισαγωγικά µαδήµατα ()λοχληρωτικού Λογισμοῦ. 


τ. Ο Ορισµός Τ.] δεν ήταν απολύτως σωστός, γιατί υπάρχουν σύνολα Β τόσο πολύ- 
πλοχα, που είναι αδύνατο να έχουν ολοχλήρωμα, αχόµα χαι αν η /(ᾳ) είναι πολύ 


απλή, για παράδειγµα σταθερή. Θα αγνοήσουµε αυτό το πρόβλημα. 


δ. Υπάρχουν Τ.Μ. που δεν εἶναι ούτε διακριτές, ούτε συνεχείς, αλλά σε αυτό το 
µάῦημα µας απασχολούν µόνο αυτά τα δύο είδη. 


9. Οποιαδήποτε συνάρτηση {(1) 3 0 έχει ολοχλήρωμα [.. {(α) ἆπ Ξ- 1 µπορεί να 
Ὀεωρηῦεί ότι είναι η πυχνότητα µιας Τ.Μ. (Γιατί χρειάζεται η ισότητα;) 


Ορισµός Ῥ.2. ΗΠ συνάρτηση κατανομής πιθανότητας, ή κατανομή πιθανότητας, ή α- 
πλώς κατανομή της Χ΄ είναι η συνάρτηση ΓΕ: Κ -- 10, 1] η οποία ορίζεται ως 


πο) κο - / αρ. (7.2) 


Παράδειγμα Τ.2. Θα υπολογίσουμε την χατανοµή της Τ.Μ. Χ του Παραδείγµατος 
Τ.Ι. Παίρνουμε περιπτώσεις. Αν Π «--2, τότε 


Ρώ-{ ώά- [ ος-ο 


Αν -2σζαως--1. 


ρω- [ πθα- [ ος [πανθα- πες τα κανν 


Αν -ἶἰ «τς 1, τότε 


ὤ -δ --] 1 εν 1 
η ά- { οὐκ αονθα [σα 
--οὉ ο ο, 9 1 ο) 


ο ]  [ιι αι 
κ. -ᾱ ο, ὃν ορας 
στα], εο”. 


Ι 
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χαι τελικά, υπολογίζοντας Χαι τις άλλες περιπτώσεις, προχύπτει 


0, πες ιδ 

ε(αὖ Γ4σ-4), -ὅὂσας-ἶ, 
Ε(α) -- 4 ε(2α -ε 8), -Ίκασς1, 

ἔ(-σ7 -4π--9), Ἱσας”2, 

πΝ πο αν 


Π κατανομή εµφανίζεται στο Σχήµα τ.2. 


Παράδειγμα Τ.5. Ἔιστω πως η διάρχεια ζωής Χ., σε χρόνια, µιας οὐόνης υπολογιστή 
είναι µια συνεχής Τ.Μ. µε πυκνότητα 


0, ο «0, 
μή τα 
{62) . ανα, 


Η γραφική της παράσταση δίνεται στο Σιχήµα τ.4. 


Παρατηρήστε κατ’ αρχήν πως η {{ᾳ) είναι παντού µη αρνητική, χαι επιπλέον 


οο 0 οο [ῆ 
/ Ἱ ο ςΞ / θας .{ ον ο ο ια πό ης 
ον Ἐδὸ 0 


ἔ--»οο 0 


Στην πρώτη ισότητα λάβαμε υπ΄ όψιν ότι [(η) Ξ0θγιαα «0. Πράγματι, λοιπόν, 
ικανοποιεί τις προὐποδέσεις για να είναι πυκνότητα. 
Αν Ὀέλουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(1 « ἅ -«2), έχουµε 


9 9 
ο ος ας / Τ(αχάς- η ὁ αμ ση ο εδ. 
1 1 


Αν Ὀέλουμε να υπολογίσουμε την Ρ(-ὸ« Χ«2), έχουμε 
9 9 
Ρ(-ὅ« ἅ«2)-Ξ / ας / ε "απ [--ε-]” τι ο 
-5 0 


Για να υπολογίσουμε την κατανομή {(α), παρατηρούμε κατ’ αρχήν πως για «0 
Όα έχουµε: 
πο ο | (θα --0, 
αφού η ολοχληρωτέα συνάρτηση είναι 0 παντού στο διάστηµα ολοκλήρωσης. Ἠπιπλέον, 


για ὦ 2 0 έχουµε: 


ο, θα [εκ α- ἱ ον 


0 
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Σχήµα Τ.4: Γραφικές παραστάσεις της πυχνότητας [(1) χαι της χατανοµής Εα) της Τ.Μ. Χ στο 
Παράδειγμα τ.ὸ. 


Σιυγκεντρωτικά, 
0 τς 
Ε(α) .α 2 ν 
Ἱκορς, προ. 
Οι γραφικές παραστάσεις της πυκνότητας χαι της κατανομής δίνονται στο Σχήµα τ.4. 
Το ότι γνωρίζουμε την συνάρτηση χατανοµής µας διευκολύνει σηµαντικά στον υ- 
πολογισμό πιθανοτήτων σχετικά µε την Χ. Για παράδειγµα, η πιθανότητα Ρ(Χ 5 1) 
µπορεί να υπολογιστεί απευθείας από την πυχνότητα ὡς 


ον αμ ο ὅνοι | 1) απ | ο ο ον 
Ἡ 1 
ή, εναλλαχτικά (και ευκολότερα), µέσω της συνάρτησης κατανομής: 


αρα ο δα ας ο τα ο το ο 


Στην πρώτη ισότητα χρησιµοποιήσαμµε το γεγονός ότι το ενδεχόμενο {Χ 3} 1} είναι 
συμπλήρωμα του {Χ -« 1}γ. Παρομοίως μπορούμε να υπολογίσουμε χαι δεσμευμένες 
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πιδανότητες για την Χ. Για παράδειγµα: 


ο Ρᾶς«χς«δ Ρᾶςκςδ ΡίΧς)- Ρίὰ-δ) 
πο ο το σι παρα. 

- ο ο ο. οὐ πα αμοο 

τρ πο Ἱτασαη πια 6. 


Στην δεύτερη ισότητα χρησιµοποιήσαμε το ότι οι δύο πιδανότητες των δύο αριῤµητών 
δίνονται από το ίδιο ολοκλήρωμα. Στην τρίτη, χρησιµοποιήσαµε την γνωστή ιδιότητα 


Ρ(ΑΩ Β) -- Ρ(Α) --Ρ(ΑΓΩ ΕΒ), όπου Α- {Χ «41, Β-- {Χ « 3]. 


Λήμμοι 7.1. (Βασικές Ιδιότητες Πυχνότητας) Έστω συνεχής 1.Μ. Χ µε πυκνότητα 
π 


.. 
. {1 τα 
- 


[υωὰ 


λα ο ο ος κ ο αρ κ οι αν ο ο 
για κάθεα,ὺ ΕΤ, µεα « ὃ. 
πες αλ η 


μον ο) στ {ῶας 


ο τπο ο- η πω... 


Απόδειξη. Όλες προχύπτουν άµεσα από τον Όρισμό τ.. 


Λήμμοι Τ.2. (Βασικές Ιδιότητες Κατανομής) Έστω συνεχής 1.Μ. Χ µε πυκνότητα 
Τ(α) και κατανομή ία). 


1. Η Ε(α) είναι συνεχής. 


2. Όπου η Τα) είναι συνεχής, ισχύει ότι 


10 
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ο μμ) Ἔκοι πα ΕΙ α-θ 


α-»λοο ο ο 


μα κο ος αμ “ία. 
ο αι ον αἱ Γι Μία. 


οπου. 


ας κκ ος νο πα κ κ ο μας κ. ο. 


οά / /, / / ος ΄. / 
Απόδειξη. 1. Προχύπτει άµεσα από το ότι η χατανοµή είναι ολοκλήρωμα µε το ὤ να 


28 
ο, 
4. 


εμφανίζεται ὡς όριο ολοχλήρωσης. 
Προχώπτει από το Θεμελιώδες Θεώρημα του Ολοχληρωτικού Λογισμού. 
Π απόδειξη είναι µεγάλη χΧαι παραλείπεται. 


Βξ ορισμού Ρ(Χ -«α) - Ε{α) ενώ έχουµε ΡίΧ «α) Ξ- Ρ(Χ -«α) µε χρήση 
του Λήμµατος τ.1. 


. Παρατηρήστεπως Ρ(Χ Ῥα.Ξ1-Ρ4Χ Σα))Ξ1-Ρ(Χ «α)Ξ1-- Ε(α), 


ενώ από το Λήμμα Τ.Ι έχουµε ότι Ρ(Χ ᾷα)Ξ Ρ(Χ Σα). 


.. Έχουμε 


ΙΕ Ρο κ ΕΡασσος κας κ.α.) 
Ξ Ρί-οο«- Χ-ςα)-μρβίας ΧςθλεΕία)ΚΡίας Χς θ) 
Ὁ Ρίας Χ «)Ξ ΕΙ) -- Εία). 


Οι υπόλοιπες ισότητες προχύπτουν παρατηρώντας ότι Ἡ πιθανότητα να πάρει η 
οποιαδήποτε συγχεχριµένη τιµή είναι 0. Για παράδειγµα: 


ΡίαςΧςὐθξλίας Χ «ὐθ)-ΕΡ(Χ Ξα)Ξ Ε/δ)-- Εία)--θ Ε/(8) -- Βία). 
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τ.2 Παραδείγματα 


Παρατήρηση: Πολύ συχνά ο προσδιορισμός µιας «κατάλληλης» πυκνότητας, δηλαδή 
µιας πυχνότητας που ανταποχρίνεται χαλά στο φυσικό πρόβλημα, εἶναι ουσιώδες µέρος 
του μαθηματικού προβλήματος. Δείτε το επόμενο παράδειγµα. 


Ποράδειγµοι Τ.4. Έστω, για παράδειγµα, πως ο χρόνος Χ΄ (σε δευτερόλεπτα) που 
απαιτείται για την εκκίνηση τῆς λειτουργίας ενός δικτύου εἶναι πάντοτε μεταξύ 160 χαι 
20 δευτερολέπτων, χαι χατά τα άλλα είναι «εντελώς τυχαίος», δεν εµφανίζεται δηλαδή 
η τάση χάποιο εύρος τιµών να εµφανίζεται πιο συχνά απὀ κάποιο άλλο. Για να περιγρά- 
Φουµε το χρόνο ἅ ως μια Τ.Μ. ὃα θέλαμε η πιδανότητα του να πάρει οποιαδήποτε τιµή 
στο διάστηµα /10, 20] να είναι χατά κάποιο τρόπο ομοιόμορφη. ΠΠ.χ., θα θέλαμε η πιθα- 
γότητα το ἅ να είναι μεταξύ 10 χαι 11 δευτερολέπτων να είναι η ίδια µε την πιθανότητα 
να έχουµε]ος ἅ «20. Ηπιπλέον, Όα θέλαμε να ικανοποιεί την 


1 
μια κο Ρος κο) Ξ 5 (1.9) 
Η άνω σχέση σηµαίνει πως Όα είναι το ίδιο πιδανό η εχκίνηση να γίνει τα πρώτα ὃ ή 
τα τελευταία ὅ δευτερόλεπτα. 
Τα άνω μπορούν να επιτευχθούν αν ορίσουµε την πυκνότητα [{ᾳ) ως µια σταθερά 


ς.0,γιασ ε [1,20]: 
6 σειθ0.20, 
Ι) - ο. 
0, α 6 [0,24]. 


Για να προσδιορίσουμε την τιµή της σταθεράς 6 παρατηρούμε πως Όα πρέπει το ολοχκλή- 
ρωμα της πυχνότητας σε όλο το Ν να είναι µονάδα: 


οο 20 
1 
ο ᾖ άν | σα -- [ατ]]ο -- 206-- 1θο-- Ίο α-- ---. 
--οο 10 10 
Στην δεύτερη ισότητα αλλάξαμε τα όρια λαμβάνοντας υπ΄ όψιν ότι η πυκνότητα είναι 
μηδενική εχτός του [10, 201. 

Για να ελέγξουμε αν αυτή η Τ.Μ. πράγματι έχει ιδιότητες που ανταποκρίνονται στις 
απαιτήσεις µας ως προς την ποσότητα την οποία Ῥέλουμε να περιγράψουμε, παρατηρούμε 
πως 
.ῃ οκ 

απ -- Ξ--- 
10 10 2 
χαι παρομοίως βρίσχουµε πως χαι η πιθανότητα Ρ(ί10« Χ -« 15) ισούται µε 2. Συνεπώς 
η σχέση (7.5), την οποία διατυπώσαµε διαισθητικά, επαληθεύεται χαι μαθηματικά. 


20 
Γρ καθ) . Γα)ας- |. 
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10 15 20 


Σχήµα τ.ὀ: Γραφικές παραστάσεις της πυχνότητας [(1) χαι της χατανοµής Ε) της Τ.Μ. Χ στο 
Παράδειγμα τ.4. 


Ἡ κατανομή Επ) της Χ΄ υπολογίζεται εύχολα µε χρήση της (1.2). Παρατηρούμε 
χαταρχήν πως αν { Ε 10, 20], τότε 


αφού η ολοχκληρωτέα συνάρτηση για ὦ ὰ 260 γίνεται μηδενική. Τέλος, για 5 «10, 
έχουμε 


Ε(α) --Ρ(Χ«α)-- . θα --0, 


αφού η ολοχληρωτέα συνάρτηση είναι παντού μηδέν µεταξύ των ορίων ολοχλήρωσης. 


72. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 19 


Σχήµα ᾖ.6: Ἡ Τ.Μ. Ζ του Παραδείγματος τ.5. 


Συνοψίζοντας: 


0, αι 10, 
Επ) -- απ, αεᾖθ,2θ], 
1, ο αϐ, 


Οι γραφικές παραστάσεις τῆς πυκνότητας χΧαι της χατανοµής δίνονται στο Σχήµα τ.5. 


Παρατήρηση: Σε πολλές περιπτώσεις ο υπολογισμός της πυχνότητας ή/και τῆς χατα- 
νοµής είναι ένα πρόβλημα πιθανοτήτων από µόνος του. Δείτε το αχόλουῦο παράδειγµα. 


Παράδειγμα Τ.δ. (Τυχαίο σηµείο σε κύκλο) Επιλέγουμε ένα τυχαίο σηµείο ὦ εντός 
του Χλειστού µοναδιαίου χυχκλικού δίσκου ). Ἔιστω ὄ η απόσταση του σηµείου από την 
αρχή των αξόνων. Το σύνολο τιµών της Ζ είναι το [0, 1]. Δείτε το Σχήµα Τ.6. Έστω 
πως το σηµείο ω επιλέγεται ομοιόμορφα, έτσι ὥστε η πιδανότητα να βρεὺεί σε χάποιο 
/π, όπου ΙΙ είναι το εμβαδόν 


υποσύνολο Α του µοναδιαίου χύχλου να είναι ίση µε | 
του , χαι ανεξάρτητη από οτιδήποτε άλλο. Τότε προχύπτει πως 


0, οκ ος, 
κ. ανα ο. οσα αι ς κα 


) 


μ ο], 
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Παραγωγίζοντας, 


ο... ὅ κ, 
{22) -- Εσί2)- 425, θςσςτ1, 
ων ο ος 


Παρατήρηση: Πολύ συχνά η πυκνότητα ή/χαι η κατανομή δίνονται µέσω εχφράσεων 
που περιλαμβάνουν άγνωστες παραμέτρους. Δείτε το αχόλουὺο παράδειγµα: 
Παράδειγµοι Τ.θ. (Πυκνότητα µε άγνωστη παράμετρο) Έστω ότι ο χρόνος (σε δευ- 


τερόλεπτα) Χ µέχρι την εμφάνιση του πρώτου πακέτου σε έναν τοιίαί είναι µια συνεχής 
Τ Μ. µε πυκνότητα 


σ, ϱ «ο ασ, 
εν τα ο, σώος ς1α, 
0, α 6 [0, 1]. 


Θα απαντήσουμε τα αχόλουδα ερωτήματα: 
1. Ποια είναι η τιµή του «; 
2. Πόση είναι η πιθανότητα Ρ(Χ «δ); 
3. Πόση είναι η πιθανότητα Ρ(Χ «ΙΧ «δ): 
Έχουμε, κατά περίπτωση, 


1. Για να είναι η [{ᾳ) πυκνότητα πρέπει: 


[ πθωθι- [σαν [ αυ αῑαν 


σ στο 
ον ο]. πο σι αι. 
ως ο 215 
χαι άρα 
σ 100 20 τος ΄ 
δο (100 . 50 ο) ιν 8 ΤΕ 


Η πυκνότητα [{ᾳ), καθώς χαι η κατανομή Ε{ᾳπ), που εύχολα µπορεί να προσδιορι- 


στεί ολοκληρώνοντας την (1), εμφανίζονται στο Σχήµα τΤ.τ. 


2 
ιν «ο -α )άν-- [πας -- ας τω 


72. ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΤΑ 


1{5 


Σχήµα τή: Παράδειγμα .6. 


3. 
1 ΡΧ«5, Χς«δ ρκς«ε 

Ρ,[χ «στις δ].- ---πτ------ ---ς 

( 5 ) Ρ(ίΧ «5) Ρ(ίΧ «5 


Σηµείωση: Ίκαι στα τρία υποερωτήµατα, αντί για τον υπολογισμό των ολοχληρωμάτων 
όπως πιο πάνω ὃα μπορούσαμε να έχουµε απλά υπολογίσει το αντίστοιχο εμβαδόν από 
το διάγραµµα. Για παράδειγµα, στο δεύτερο σχέλος έχουµε ότι η ζητούµενη πιδανότητα 
Ρ(Χ «9) είναι απλά το εμβαδόν του ορθογωνίου µε βάση το τµήµα του άξονα ἆ από 
το 0 ὡς το ὅὃ και ύψος το τµήµα του άξονα { απὀ το μηδέν ως το ( Ξ- 2/15. Άρα η 


πιθανότητα Ρ(Χ «ὅ) ισούται µε (5 --0) χ (2/15 --0) - 2/4. 
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τὸ Μέση Τιμή και Διασπορά 


Η µέση τιµή χαι η διασπορά για µια συνεχή Τ.Μ. Χ ορίζονται χατά τρόπο ανάλογο µε 
εχείνον που είδαµε στην περίπτωση διακριτών 1.Μ. 


Ορισµός ῦ.5. (Μέση τιµή) Έστω συνεχής Τ.Μ. Χ µε πυκνότητα [(ᾳ). Ορίζουµε 
ως τη µέση τιµή ή αναμενόμενη τιµή ή προσδοκώµενη τιµή της Χ το ολοκλήρωμα 


Ε(Χ) 3 κ ο... 


Παρατηρήσεις 
1. Συχνά χρησιµοποιείται το σύμβολο µ για την µέση τιµή µιας Τ.Μ. 


2. Όλι ορισμοί των µέσων τιμών στην διακριτή και την συνεχή περίπτωση είναι εντελώς 
αντίστοιχοι. ΠἹαρατηρήστε ότι στη διαχριτή περίπτωση 


Ε(Χ)Ξ ὃ ᾽αρία). 
περ 
Άρα, τον ρόλο του αὑροίσματος τον παίζει το ολοχλήρωμα, και στη Ὀέση της µάζας 
βρίσκεται η ποσότητα [(α)λάα, που όπως ἤδη έχουµε δει εκφράζει προσεγγιστικά 
την πιθανότητα να λάβει η ἅ τιµές στο διάστηµα απ --ἄπ/2.ᾳπ--αα/2)]. Ἡ αναλογία 
γίνεται πιο ξεκάθαρη αν γράφουμε τον ορισμό του άνω ολοκληρώματος ΠΙ6ΠΙάΠΠ 
για την ειδική περίπτωση όπου το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι το [α, ὂ]: 


ιο 


ὐ 
Δ : 
ιτ ας τ.. παι ) ο  Νρ 
Δαι-.θ, π-λοο 
6 έ--1 
ὙΥπενθυμίζουμε ότι στον άνω ορισμό έχουµε διαµερίσει το Ία, ῦ) σε ένα σύνολο Τι 
διαστημάτων των οποίων το πλάτος Δι τείνει στο 0, ενώ το χι έχει επιλεγεί από 


το 1-οστό διάστηµα. 


9. Διαισθητικά, όπως χαι στη διακριτή περίπτωση, περιμένουμε ότι ο µέσος όρος 
πολλών Τ.Μ. κατανεμηµένων όπως η Τ.Μ. ἅ Όα είναι χοντά στη µέση τιµή Ε(Χ). 
Διαισθητιχά, επίσης, περιμένουμε ότι οι τιµές διαδοχικών Τ.Μ. κατανεµηµένων 
όπως η Χ΄ «τείνουν να χυµαίνονται» γύρω από την Ε(Χ). 


Παράδειγμοι Τ.Τ. Ένας μεγιστάνας Όα ζήσει αχόµα ένα χρονικό διάστηµα Χ (σε 
έτη) που έχει την αχόλουῦη πυκνότητα: 


ψ -2α, αε[θ,1,. 


ο Ξ 
16) 0, αλλοῦ. 


7. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙ ΔΙΑΣΠΟΡΑ σαι 


4 / { / ά 
Το μεσο διάστηµα που τοῦ μενει να ζήσει ειναι 


ΕίΧ) - [ ωώαος [ες ο) αν 


;  (9δ1’ ο Ἱ 
ω ο : α ο ο μὰ 


Λήμμα Τ.ὸ. (Μέση τιµή συνάρτησης Τ.Μ.) Έστω Χ συνεχής Τ.Μ. µε πυκνότητα 
-ᾱ- 


1. Έστω Υ Ξ οίΧ) µια νέα ΊΤ.Μ., συνάρτηση της προηγούμενης, µε µέση τιµή 
Ε(Υ). Θα ισχύει: 


ΕΤ) - Ε((Χ)) -- / πω 


2. ΑνΥ Ξ αχ -Γὐ, όπουα,ὐ ΕΚ, έχουµε Ε{αΧ --ὂ) Ξαξ(Χ) --ῦ. 
ὅ, Πιο γενικά, αν Υ Ξ- αισι(Χ) -Γ αρφ(Χ) --- ΙΓ αποπ(Χ) Ξ 2 ριαισι.Χ), τότε 


"0 σ. «σο) το »,αιΕ(Φ(Χ)). 


Απόδειξη. 1. Ἠΐναι αρχετά σύνῦετη χαι παραλείπεται. 


2. Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο σχέλος, παρατηρούμε πως: 


Ι 


Είαχ «ὐ) / ο ος 


ο 


Ι 


ο] «βαν Ρα) Ξαξ(Χ) -Γδ. 


ὃ. 1]ιο γενικά, πάλι µε χρήση του πρώτου σχέλους, έχουµε: 


Ε, σ. «σο)) -. ., »., αιρι(οι) }χ(α) απ 


1ΞΞ1 


Ι 


στα αἰα)/κα) αν αιΕΦΩΟ). 


{ξ- 
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Παρατήρηση: Το άνω λήμμα ισχύει ανεξάρτητα από το αν η Υ είναι διαχριτή, ἡ 
συνεχής, ή τίποτα από τα δύοἱ (Παρατηρήστε ότι, για την τελευταία περίπτωση, δεν 
έχουµε ορίσει την µέση τιµή.) 

Παράδειγμα Τ.δ. Ἠπιστρέφοντας στο Παράδειγμα Τ.Τ, έστω πως ο μεγιστάνας παν- 
τρεύεται µια νεαρή ηὐοποιό, χαι το προγαμιαίο συμβόλαιο προβλέπει πως χατά το Ὀάνατο 


του µεγιστάνα η ηδοποιός ὃα εισπράξει κληρονομιά Υ -- 10Χ -- 2 εχατομμύρια δολάρια. 
Π µέση τιµή της χληρονομιάς ὃα ισούται µε 


1 1 
ΕΞ ΕΠΟΧ 4) ΞΙΟΕ() 12 1οκσΑδ-π- 


3 
ο τ ὠαω- [ας ον 


1 / μι. 
9 ) / ( ο 1 1 
Ξξ η ας τι] ἅτττ- τπτ. 
. ς .- 4 ο 6 
Ορισµός Τ.4. (Διασπορά) Έστω συνεχής Τ.Μ. Χ µε μέση τιµή Ε(Χ). Η διασπορά 
της ορίζεται ως 


Επιπλέον, 


Ε(Χ2) 


Ι 


ΥΑΠΗ(Σ)ΞΕΙ(Χ- Ε(ΙΧ). 
Η τυπική απόκλιση της Χ΄ ορίζεταιως νΝΑΗΠ(Χ). 


Παρατηρήσεις 


1. Συνεπώς, η διασπορά ορίζεται ανάλογα µε την περίπτωση των διαχριτών Τ.Μ., και 
εχφράζει το πόσο «απλωμένη» είναι η Τ.Μ. γύρω από τη µέση τιµή της. 


2. Όπως χαι στη διαχριτή περίπτωση, χρησιμοποιούμε επίσης το σύμβολο σ- για τη 
διασπορά, χαι συνεπώς το σ για την τυπική απόκλιση. 
Λήμμα Τ.4. (Ιδιότητες διασποράς) Έστω Τ.Μ. Χ µε µέση τιµή Ε(Χ) και διασπορά 
ΥΑΠ(Χ). Ισχύουν τα ακόλουῦα: 
ο. 
2. ΝΑΗΒ(αΧ --ὂ) -- α ΝΑΗ(Χ). 


Απόδειξη. Ἡ απόδειξη είναι εντελώς ανάλογη µε αυτή της διαχριτής περίπτωσης. 
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Παράδειγμα Τ.9. Μπιστρέφοντας στα Παραδείγματα Τ.Μ, τ.8, έχουµε 


1 


ΝΑΒ(Χ) -Ε(Χ2) (Ελ --α- (8) --ς. 


6 9 
Βεβαιωῦείτε ότι µπορείτε να φτάσετε στο ίδιο αποτέλεσµα χρησιμοποιώντας τον ορισμό 
τῆς διασποράς. 


Παράδειγμοι τ.10. (ανονικοποίηση) Αν η Χ είναι Τ.Μ. µε µέση τιμή Ε(Χ)μ 
και διασπορά ΝΑΗ(Χ) -- σ2, τότεη Τ.Μ. Υ -- 35Ε έχει µέση τιµή Ε(Υ) -- ϐ και 
διασπορά ΥΑΗ(Υ) - 1. Η απόδειξη είναι αχριθώς όπως χαι στη διαχριτή περίπτωση. 


Παράδειγμα τ.11. Θα υπολογίσουμε τη µέση τιµή της Τ.Μ. Χ του Παραδείγµα- 
τος Τ.ὸ. Θα δείξουµε δύο τρόπους υπολογισμού του καταχρηστικού ολοκληρώματος 
που προχύπτει. 

Ο) πρώτος αχολουδεί αυστηρά τον ορισμό των χαταχρηστικών ολοχληρωμάτων: 


οο 0 ΐ 
δα Ξ {ο αλ αα-- πα | ο Τα) ας 
ἰ : ἰ 
Ξ 0-Ε πι { τε σ- τη [-ας-Ἵι ε{ ο. αἱ 
ἴὸοο /ϱ ἴἐ--λοο θ 
ο ο Ἱ-. απ ας αι ς 
. ο [ίας ]ν οκ. [ο] υ να ο Ἱά τὰ ο. ιπε Ίο 
ΐ Ι 
Ξ πι |--έε' --θ]-- πι 1 --ε Γ ξ Ππ εἰ πι ΕΙΞ1. 
ἔ--»οο ἔ--»οο ἔ--»οο οἵ ἔ--»οο οἵ 
Στην τέταρτη ισότητα θέσαμε μ -- Φ χαι ἄυ -- ε “ἀπ, έσιώστεάι -- ἄπχαιυ-- --ε-, 


χαι εφαρµόσαμε ολοκλήρωση χατά παράγοντες. Στην προτελευταία εξίσωση χάναµε 
χρήση του κανόνα του 1 Ηθβρίίαι. 
Ο) δεύτερος τρόπος βασίζεται στην ίδια δεωρία, αλλά είναι πιο συνοπτιχός: 


Γωωα- [ών [θα 
.. . πο "ἀπ. [--αε ο . ο 4 


--- [πε τς - [-ε τα, ΕΠ [-σο-.] «Ε Πα [-ε-τ]έ 


ἔ--»οο ἔ--»οο 
κακό ο Μολε----- 1. 


ΕΣ) 


Στην τελευταία γραµµή συνεχίζουμε τις πράξεις όπως µε τον πρὠτο τρόπο. Παρατη- 
ρήστε πως αντιµετωπίσαµε το 90 όποτε εμφανίστηκε ως όριο ολοχληρώματος ως ένα 
χοινό αριὺµό, µέχρι που χρειάστηκε να το απλοποιήσουµε, οπότε χαι χαταφύγαµε στον 
υπολογισμό ενός ορίου. 
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Με τον ἴδιο συνοπτικό τρόπο υπολογίζουμε χαι την µέση τιµή του Χ: 


/ απ’ Π(α) ἆτ -- / ὡπ- ρε |. Έ / 26 αφ 
--- 0 0 


ου : ο 
[σε |. 98/1) -- ἴπι [--α-ε ο Ἀ 


ορ 


. 2ἱ 2 
Ξ πι [--έ εί -ε 0] -- 2 -- --πι-- -Ε 2 --Ηπι-τ -2-- -- πι. -2-- 9. 
ἔ--»οο ἔ--»οο οἵ ἔ--»οο οἵ ἔ--»οο οἵ 


2 


Στην τρίτη ισότητα δέσαμε αἱ Ξ- σ” και ἄν Ξ- ε Τά8, έτσι ώστε ἄν Ξ- 2ᾳάᾳ καιυ Ξ- 


--ε Ὁ, χαι κατόπιν εφαρµόσαμε ολοκλήρωση κατά παράγοντες. Στην τέταρτη ισότητα 
χρησιµοποιήσαµε το άνω ολοχλήρωμα. 2το τέλος, χάναµε διπλή χρήση του κανόνα 


του 1 Ἡθρρίιία]. Συνεπώς, 
ΥΛΗ(Χ) - Ε(Χ32) --(Ε(1))2--2-- τ--ι. 


Παρατήρηση: Στα επόμενα, Όα χρησιμοποιούμε παγίως τον συνοπτικό τρόπο που πε- 
ριγράφηκε στο άνω παράδειγµα για να υπολογίζουμε χαταχρηστικά ολοχληρώματα. Ἠήναι 
όµως σημαντικό να έχουµε κατανοήσει πλήρως και τους δύο. Σε περίπτωση σύγχυσης, 
συνίσταται η χρήση του αναλυτικού τρόπου, που αχολουδεί πιο πιστά τον ορισμό. 


Παράδειγμα τ.12. Η µέση τιµή της Τ.Μ. Χ του Παραδείγματος ἵ.4 είναι: 


Ε- {(α) ἆ - ον - κ )αα -- (005 -- 102) -- 15 
-- -- μή α τ- . πρ ο . μή ασ -- ἳ 


Το αποτέλεσµα ήῄταν αναμενόμενο. 
/ / / / / / / 
Ἡστω τώρα πως η ἅ εχφράζει την απόσταση που διανύει µια βολή κανονιού που 
έχει ένα στόχο που βρίσκεται σε απόσταση 15 χιλιομέτρων. Συνεπώς, 9 χειριστής του 
ψ. /. / άν / /. 
χανονιού πετυχαίνει το στόχο αν Χ -- 16, σε περίπτωση που η βολή είναι ἅ -- 20 το 
/ Ἰᾷ / / β- / / 
σφάλμα είναι ὅ χιλιόμετρα, κ.ο.κ. Έστω πως ο διοικητής του χειριστή του επιβάλλει 


ποινή Υ -- (Χ -- 15) µέρες. Με χρήση του Λήμματος Τ.5, 
οο 90 1 
ο οί πλ . ο ο ος. / α- 1 αα 
1 


--οο 0 
αν 1 0. 25 
ον οκ ο ο κ ο 
Με παρόμοιο τρόπο υπολογίζουμε χαι την µέση τιµή του ΧΣ: 


2 .- ο. ο. ἃγ/ 1. {3120 
Ε(Χ.)Ξ .. Πα αξΞξ ; πα π : (ο) ἆσ τρ [ο Ἴνιτ  -ᾱ-- 


Συνεπώς, 
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τ.4 Παραδείγματα 


Παράδειγμα Τ.195. Ἐστω µια συνεχής Ἐ.Μ. Χ µε πυκνότητα 


οσ-, ασε [θ,1], 
{(0) - 

0, ααῇθ,]. 
Η τιµή της 6 µπορεί να υπολογιστεί από την απαίτηση το ολοχλήρωμά τῆς σε όλο το κ 
γα ισούται µε τη µονάδα: 

οο 1 91 
το τ { ωω- [ αν ἆπ -- πι -- ο 

χαι συνεπώς έχουµε ὁ -- 9. Η πυχνότητα έχει σχεδιαστεί στο Σιχήµα ᾖ.6. 


Ένχοντας την πυκνότητα, μπορούμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα το ἅ να βρεὺεί 
σε οποιοδήποτε διάστηµα. Για παράδειγµα: 


1 ο ώ 5]1 Π 
Ροκκκι)- ἀπ -- [ο Ἡν ϱ. 


Το εμβαδόν εμφανίζεται σκιασµένο στο Σχήµα {.δ. Ένας παρόμοιος υπολογισμός µας 
δίνει Χαι την συνάρτηση χατανοµής της Χ: προφανώς έχουµε Ε(π)Ξ Ρ(ίΧ «απ)-0 
γιαασ «θ,και Ε(1)Ξ Ρ(Χ «α)Ξ1 όταν ασ 1, ενώ για α Ε [θ, 1] έχουµε 


ΕΕ «πρ η, ὃψ΄ αν -- αὖ, 
0 


οπότε 
ο 
Ε (5) Ξ ὁ αὖ, αε [θ,1], 
νο ης 


Η κατανομή έχει σχεδιαστεί στο Σχήµα ᾖ.δ. Γνωρίζοντας πλέον την κατανομή, Ἡ πι- 
Ὀανότητα Ρί5 «Χ -«1Ι) που έχουµε ήδη υπολογίσει ὃα μπορούσε εναλλακτικά να 
προχύφει ως εξής: 


ρ(ικκςι) «εω- ε() -ι-)-ς 


Ἠπίσης, 
οο 1 9 41 8 
ον κ :Ξε | ας. / ποσα, κε 
--οο 0 
5 : Ααὅ]1 ἃ 
Ε(Χ3) Ξ 3 Μ(α) ἆ ο... ος ος 
αν /. ας ο. ο. δν 
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{9 1 


Σχήµα Τ.δ: Γραφιχές παραστάσεις τῆς πυκνότητας χαι τῆς χατανοµής της Τ.Μ. Χ του Παραδείγµα- 
τος 129. 


Παράδειγμα 7.14. Έστω πως η συνάρτηση κατανομής µιας Τ.Μ. Χ εἶναι 


σ --4/α” 22 
Ε{α) -- να 
0, κ ο 


Θα βρούμε την τιµή του (0, την πυχνότητα /χ(α), και τη µέση τιµή Ε(Χ). 
Καταρχήν, για κάθε κατανομή ισχύει ότι ΗπΠαν τος (1) Ξ- 1, άρα εδώ έχουµε: 


Ηπι (ο) πας εξ] 
ὦ-»οο ας 
Από το δεύτερο σχέλος του Λήμματος ᾖ.2, η πυκνότητα ισούται µε την παράγωγο της 
χατανοµής, οπότε 
δα”. ρα οΑ 
0, κια, 


κ] 
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Σχήµα τ.9: Άσχηση τ.14. 


Ἡ τιµή της πυκνότητας στο ἆ -- 2, όπου η δοσµένη χατανοµή δεν είναι παραγωγίσι- 
µη, επιλέχῦΌηχκε αυθαίρετα, αφού η τιµή της πυχνότητας σε ένα σηµείο δεν µπορεί να 
επηρεάσει την τιµή των ολοχληρωμάτων τῆς. Τέλος, η µέση τιµή ισούται µε 


0Ο 0Ο 8 οο 8 9 οο 9 
Ε(Χ --- -- μα παπα: τς σσ πρ ς -- ---- 4 
(Χ)} /- α) (1) ἄν / τε απ / στ απ | η : 


Η πυχνότητα /χ(4) χαι η κατανομή Εχ(α) έχουν σχεδιαστεί στο Σχήµα .9. 
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τι Άλλα Γίδη Τυχαίων Μετοβλητών 


Ορισµός 7.5. (Τυχαία Μεταβλητή) 


1. Τυχαία Μεταβλητή {(Τ.Μ.) καλείται κάθε συνάρτηση Χ : Ω --» Ε όπου ο Ω είναι 
ένας δεη)µατικός χώρος. 


2. Η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας, ή κατανομή πιθανότητας, ή απλώς κατανομή 


της Χ΄ είναι η συνάρτηση {[: Κ -- 10, 1] η οποία ορίζεται ως 
ο μις στ ο κα εκ τι οκ. 


Παρατηρήσεις 


1. Στα προηγούµενα έχουµε δει τα δύο πιο χρήσιμα είδη τυχαίων μεταβλητών, τις 
συνεχείς χαι τις διαχριτές. 


2. Ένα άλλο ενδιαφέρον είδος είναι οι μικτές Ἱ.Μ. Μια Τ.ΜΙ. καλείται µιχτή αν µε 
πιδανότητα ῥ ισούται µε µια συνεχή Τ.Μ., και µε πιδανότητα 1 -- ῥ ισούται µε µια 


διακριτή. 


ὃ. Υπάρχουν και Τ.Μ. που δεν ανήκουν σε χανένα από τα άνω είδη. Για όλες, όµως, 
υπάρχει η συνάρτηση κατανομής πιθανότητας. 


Παράδειγμοι Τ.15. (Μια µικτή Τ.Μ.) Έστω πως ένα άτοµο έχει ὃ τσέπες. Το κινητό 
του βρίσκεται µε πιθανότητα 1/20 σε κάθε µια από τις ὅ τσέπες, χαι µε πιθανότητα 3/4 
χάπου στο σπίτι του. Τη χρονική στιγµή 0 το άτοµο αρχίζει να ψάχνει τις τσέπες του 
διαδοχικά για να βρει το Χινητό του, χαι ο χρόνος που απαιτείται για κάθε τσέπη εἶναι 

, / /, / { . /, Ἅ- 
αχριῤώς 1 δευτερόλεπτο. Αν το άτοµο εξαντλήσει τις τσέπες, τότε φάχνει το χινητό 
του στο σπίτι του, χαι ο χρόνος που απαιτείται σε αυτή την περίπτωση, μετρώντας από 
τη χρονική στιγµή 0, έχει πυκνότητα 


πω ε 2 «6, 


πε 6 5/10, πο 


Παρατηρήστε ότι Ρ(Ζ «5) -- 0, αφού το άτοµο αρχίζει να ψάχνει το χινητό στο σπίτι 
του µετά από ὃ δευτερόλεπτα. 

Παρατηρήστε ότι ο χρόνος Ί’ που απαιτείται για να βρει το άτοµο το Χινητό του 
δεν είναι ούτε διακριτή Τ.Μ. (αφού οι τιµές που µπορεί να πάρει έχουν µη αριθμήσιμο 
πλήθος), ούτε συνεχής, αφού έχει θετική πιθανότητα να πάρει τις τιµές 1.2,9,4, 5. 
Ἠήναι όµως µια μικτή Τ.Μ., αφού µε πιθανότητα ῥΞ-- 1/4 ισούται µε µια διαχριτή Τ.Μ. 
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Χ µε Ι 
Ρχ(1) 5 ϱχ(2) -- ϱκ(») -- Ρκ(8) -- ρκ(δ) -- ϱ) 


ενώ µε πιθανότητα 1 --Ρ-- 3/4 ισούται µε µια συνεχή Τ.Μ. Ζ. 
Αν χαι δεν έχουµε δει αυστηρό ορισμό για τη µέση τιµή τέτοιων Τ.Μ., προφανώς, η 
µέση τιµή της συγχεχριµένης εἶναι 


1 8 

ΕΤ) -- τα) ΓτΕΖ) 
--.- μμ πο ο ο... 
πο 4 5 5 5 5 5 5 


| 

| 
Χ 
05 
-- 

| 
Χ 
κη 
οτ 
Ι 
μμ-ᾱ, 
κά 


Παρατηρήστε ότι ο τύπος που χρησιµοποιήσαμε είναι µια µίξη των τύπων για την µέση 
τιµή που ισχύουν στην διακριτή χαι την συνεχή περίπτωση. 


Ποράδειγµοι Τ.16. (Ακόμα µια µικτή Τ.Μ.) Ο χρόνος Ί’ που χρειάζεται για να 
δούµε µια ιστοσελίδα είναι ἴρ, αν αυτή η ιστοσελίδα είναι ήδη τοπικά αποὺηκευµένη στον 
υπολογιστή µας. Αλλιώς, ο χρόνος αχολουδεί την κατανομή 


0, τας ο, 
Ἑ) -- 
η) .. ο ὃν 


Επιπλέον, δίνεται ότι η πιθανότητα να υπάρχει η ιστοσελίδα τοπιχά είναι ῥ. Παρατηρήστε 
πως Ο χρόνος Ἰ δεν είναι ούτε διαχριτή 1.Μ. (αφού µπορεί να πάρει µη αριὐμήσιμο 
πλήθος τιµών), ούτε συνεχής, αφού έχει θετική πιθανότητα να πάρει την τιµή ἐρ. Είναι 
όµως μικτή. 

Παρόμοια µε το προηγούμενο παράδειγµα 


ΕΠ τνοτα-ν | ἐς! αἲ -- ρίρ (1 -)Χ1-- ρί 1 --ρ. 
0 


Κεφάλαιο 8 


Συυνήδεις Περιπτώσεις Συνεχώὠν 
Τωχαίων Μεταβλητων 


δ.1 Ομοιόµορφη Κατανομή 


Ἡ πιο απλή περίπτωση µιας συνεχούς Τ.Μ. είναι εχείνη που παίρνει «ομοιόμορφα τυχαί- 
ες» τιµές σε χάποιο διάστηµα ία, θἱ στο κ, χωρίς να δείχνει προτίµηση σε κάποιο εύρος 
τιµών έναντι χάποιου άλλου του ίδιου µεγέδους. 


Ορισµός 8.1. Μια Τ.Μ. Χ έχει ομοιόμορφη κατανοµή στο διάστηµα Ἰα, ], για κάποια 


α κ ὂ, αν έχει πυκνότητα 


Για συντομία, γράφουμε Χ » Όλα, ὐ]. 


Λήμμα 8.1. (Ιδιότητες οµοιόµμορφής κατανομής) Έστω συνεχής Ἱ.Μ. Χ ομοιόμορφα 


κατανεμημένη στο διάστηµα Ἰα, Ὁ]. Ισχύουν τα ακόλουδα: 


0, σα 
{ο τον ὥ πω ο 
1, ολ 
9 ο σος 
2 
2 2 
3 ΕΙΧ3 --ᾱ αυ ὐ 
9 
(ὁ -- α)” 
4. ΝΑ Ξ. 
ΥΑΒ(Χ) Το 


18Υ 


155 ΚΕΦΑΛΑΙΟ δ. ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΠΕΡΠΙΓΩΣΙΕΙΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΊΑΒΛΗΊΩΝ 


Σχήµα δ.Ι: Γραφική παράσταση τῆς πυχνότητας / (4) χαι της χατανοµής Ε(3) µιας Τ.Μ. ἅ ομοιόμορφα 
χατανεμηµένης στο διάστηµα [α, θ]. 


Απόδειξη. 1. Προφανώς έχουµε 


απ «φις αρδκα 
ει ας εν ια δι 


ενώ για 2 6 ]α, 0) βρίσκουμε 


ο -α 


Ε(5) -- μου κα. μαι 


.” ὑπ 


2. Μύχολα προκύπτει πως 


Ε(Χ) - [ πωω- [ντα- ο. 
ο δα )ύγα) ατὀ 
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9. Παρόμοια, έχουµε: 


θ 


ὑ) --αἳ (αἲ Γαῦ- ὑ(ὁ-- α) κα -ε αὖὐ -- ὃ' 
ο(ὐ--α) - 9(ὐ --α) - 9 


4. Συνδυάζοντας τα άνω σχέλη, 


ΥΑΗ(Χ) -- Ε(Χ2) --(Ε))’ : : 


4α” -Γ 4αῦ -- 4ὐ” -- 8α” -- θαὺ -- 3 ᾖ{(ὁ-- α)” 
12 μμ αν 


ο -α- η- αὐ -- ὃ (ο 


Παράδειγμα δ.]1. Έστω Τ.Μ. Χ ομοιόμορφα κατανεμημένη μεταξύ των α -- 10 και 
ὃ -- 90. Θα απαντήσουμε τα αχόλουδα ερωτήματα: 


1. Ποια είναι η πιθανότητα Ρ(Χ 5 29): 
2. [ποια είναι η δεσμευμένη πιθανότητα Ρ(Χ }Σ 25ΙΧ Σ 20): 


Για να απαντήσουμε το πρώτο ερώτημα, το πιο απλό εἶναι να παρατηρήσουμε ότι η 
πιδανότητα να βρίσκεται µια ομοιόμορφη Τ.Μ. σε ένα διάστηµα είναι ανάλογη του μήκους 
του, χαι επομένως 
ο 0-25 1 
40-10 4) 


Αυστηρά, μπορούμε να ολοχληρώσουμµε στο διάστηµα |[25, 90] την πυκνότητα 


Ρ(Χ 525) -- Ρ05« Χς 30) 


οπότε λαμβάνουμε την 


Ν/πορείτε να φτάσετε στο ἴδιο αποτέλεσµα χρησιμοποιώντας την κατανομή; 

Σχετικά µε το δεύτερο ερώτημα, το πιο απλό εἶναι να παρατηρήσουμε πως, αφού το 
ενδεχόμενο ἅ - 20 έχει αποκλειστεί, η ἅ είναι πλέον ομοιόμορφα κατανεμημένη στο 
[90, 90], άρα η ζητούμενη πιθανότητα είναι η 
0-25 1 
Ὅβ0--20. 2) 


Ρ(Χ 5 25) 
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Ο) άνω διαισθητικός συλλογισμός µπορεί να γίνει απολύτως αωστηρός µε χρήση τῆς 
έννοιας της δεσμευμένης πυχνότητας, που δεν Όα δούµε εδώ. 
Βναλλαχτικά, µε χρήση της πυχνότητας έχουµε: 


90 
1 1 
Ρ(Χ 5 990) ο, ----- 
2 


90 9 
0 

Ρ(Χ 5 0ὔχκα Χ» 20 ϱΡ(ίΧ525) 14 1ι 
ρα τρ Ιώ κ ας πα ο ως πανω 
σε Ρ(Χ 5 20) Ρα». τρ ο 


ἩΙπορείτε να φτάσετε στο ἴδιο αποτέλεσµα χρησιμοποιώντας την κατανομή; 
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δ.2 Ενδετική Ιατανομή 


Ορισµός δ.2. Μια συνεχής Ί.Μ. Χ έχει εκθετική κατανομή µε παράμετρο ϐ Σ 0 αν 


έχει πυκνότητα 
1 -ᾱ/θ 
η / . π -α 0, 


0, οι 8) 


Για συντομία, γράφουμε Χ » Εκὺ(θ). 


Παρατήρηση: Παρατηρήστε πως η {(4) είναι παντού µη αρνητιχή χαι επιπλέον 


/- Τα)ας- .. --.. -- . (ο) τ-- .. εως ο κει, 


όπως πρέτει. 


Λήμμα δ.2. (Ιδιότητες της εχθετικής κατανομής) Έστω Χ » Εχὺ(θ). Η Χ έχει τις 
εξής ιδιότητες: 


2 

ο ο ο 
4. ΝΑΗ(Χ) -- 0”. 

ὃ. (Ιδιότητα έλλειψης µνήµης) [Πα κάθεα.,ὐ 20: 

ον ο ο ο ο ο ο 


Δηλαδή η πιθανότητα Ρ(Χ 2 α-θ| Χ 3 α) δεν επηρεάζεται από το α, και είναι 
ίση µε εκείνη που αντιστοιχεί στο αΞξ 0, δηλαδή την Ρ(Χ Ξ0-0Χ 20) 
ο 


Απόδειξη. |. Προφανώς για 4 «0 έχουµε Ε(π) Ξ Ρ(Χ «τα)-Ξ20. Για ασ 306, 
βρίσχουµε 


πο πμεδ  ὼ- ᾗ πο νλαν- [-εή].- μπα 
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Σχήµα δ.2: Γραφική παράσταση τῆς πυχνότητας (4) χαι τῆς χατανοµής Επ) µιας εχθετιχά χατανε- 
µημένης Τ.Μ. Χ µε παράμετρο 0. 


2. Από τον ορισμό της µέσης τιμής µιας συνεχούς Τ.Μ. χαι την πυκνότητα της εχὺε- 
τιχής κατανομής βρίσχουµε 


/ ο [αλαν - | δες [ νε-θαυ 
-- ο ϐ 0 


[-θψε]ς το | ε-συ--θ -ἕ [--θε]ς Ξ6, 


Β(1) 


Ι 


όπου στην τρίτη ισότητα χάναµε την αντικατάσταση « Ξ- π/θ, και στην τέταρτη 
ισότητα ολοχληρώσαμε χατά παράγοντες, δέτοντας ε -- » και άν -- ε-άν, έτσι 
ώστεάι-- ἄν καιυ -- --ε Ἡ. Στην πέµπτη ισότητα, χρησιµοποιήσαµε το όριο 


νὰ: πο ς ος σπα [ο "]ο Ξ---ἴπι πε --θἱ - ος Ξ-0. 


ἔ--»οο ἴ-λοοθ 


(Η τελευταία ισότητα είναι µια απλή εφαρµογή του κανόνα 1, Ηθρρί{αι.) 
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9. Παρομοίως, 


οο 0ο 2 οο 
δαν - | αἱ Γα)αν-- | σε [ θυε θάν 
0 0 


πΟοὉΟ 


κα εα τ / με ἆν, 
0 


όπου στην τρίτη ισότητα χάναµε πάλι την αντικατάσταση 4 Ξ-- ᾳ/θ, και στην τέ- 
ταρτη ισότητα ολοχληρώσαμε χατά παράγοντες, Ῥέτοντας τι -- ν’ και ἄυ -- εναν, 
έτσι ὥστε άι -- 2υάµ και υ -- --ε Ἱ. Ο πρώτος όρος στην τελευταία πιο πάνω 
έκφραση είναι µηδενιχός, όπως προχύπτει αν υπολογίσουμε το όριο µε χρήση του 
χανόνα 1, Ἡθβρ]ϊία|, όπως χαι πριν. Ἠπιπλέον, το τελευταίο ολοκλήρωμα ισούται µε 
την µέση τιµή µιας Τ.Μ. µε χατανοµή ΕΙΧΡ(1), άρα, απὀ την πρώτη ιδιότητα, είναι 
ίσο µε 1. Συνεπώς έχουµε 


ορ ο κ ο ο 


4. Ἡ διασπορά της Χ υπολογίζεται εύχολα ως 


ΥΛΗ(Χ) -- Ε(Χ2) --(Ε(Χ))-- 96” --θ7 -- θ”. 


ὅ. Χρησιμοποιούμε τον ορισµό τῆς δεσμευμένης πιδανότητας χαι το προηγούμενο σχέ- 
λος: 


Ρ(Χ Ξα 0] Χ Ξα) 
Ρ(Χ ᾷαΓῦχαιἅ Ζα) ΕΡίΧ3Ξαγθ 1-ΕΡίΧ« α-ϐθ) 


ράσα ον ο. σπη 
'- Ε ία ας ϱ) ο-(αθ)/0 . 
Ι.-- Ε(α) ὅ- ας ΐ ὁ ο 
Παρατηρήσεις 


1. Η ιδιότητα έλλειψης µνήµης εμφανίζεται χαι µε άλλες µορφές. Για παράδειγµα, 


Ρ(ίΧ «α--θΧ Σα) 
Ρ(Χ «αςῦιχ Ζα) 


Ρ(Χ «ὐ). 
Ρ(Χ « 0). 


Σε όλες τις περιπτώσεις, η απόδειξη είναι ανάλογη της απόδειξης του λήμματος. 
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2. Η διαισθητική ερμηνεία της ιδιότητας έλλειφης µνήµης είναι ίδια µε αυτή της περί- 


πτωσης της γεωμετρικής κατανομής: αν δούµε την ἃ σαν διάρχεια ζωής, τότε αν 
µάῦουμε πως η Χ ξεπέρασε χάποιο όριο, η υπόλοιπη διάρχεια που απομένει έχει 
χατανοµή ἴδια µε την κατανομή της ἅ στην αρχή του χρόνου. Κατά µια έννοια, 
χάτι που έχει διάρχεια ζωής εχδετικά κατανεμημένη, δεν «γερνά». Παράδειγμα 
είναι οἱ πυρήνες των ραδιενεργών υλικών. 


Από κάποιες απόψεις, η εκθετική κατανομή είναι η συνεχής περίπτωση της γεω- 


µετριχκής κατανομής. Πράγματι, μοιράζονται αρχετές από τις Ὀεμελιώδεις ιδιότητές 
τους, για παράδειγµα την έλλειψη µνήµης. Το αποτέλεσµα είναι ότι έχουν παρό- 
µοιες χρήσεις, για παράδειγµα στην μοντελοποίηση του χρόνου µέχρι να συμβεί 
χάτι. 


Ένας Φφορμαλιστικός τρόπος για να διαπιστώσουμε την ομοιότητά τους, είναι να 
παρατηρήσουμε πως η πυχνότητα (1) µιας Τ.Μ. µε ΕΙὺ(θ) κατανομή είναι µαθη- 
µατικά πανομοιότυπη µε την µάζα γ(1) µιας Τ.Μ. µε Γεωμ(φ) κατανομή. Συγχε- 
Χριµένα, στη συνεχή περίπτωση, για α Σ 0 η πυχνότητα Τα) είναι τῆς µορφής 


Ι 
/(α) - ον Ξ6γ, ᾳ5320, 


όπου ορίσαµε τις σταθερές ϱ Ξ 1/0 και Υ Ξ ο- 6 Αντίστοιχα, στη διαχριτή 
περίπτωση, για { 2 1 η µάζα ϱ(3) µπορεί να εχφραστεί ως 


π--1 -- 


ρ(α) -- Ρ(Ι -- ϱ) χα ΞοΥ, 5 1, 


1 
όπου τώρα έχουµε τις σταθερές «. Ξ-- Ρ/(1 --ϱ) και γ Ξ (1 --). Ἡ ομοιότητα 
μεταξύ των δύο χατανοµών είναι προφανής. 


Παράδειγμα δ.2. Ἔιστω πως ο χρόνος Χ, σε µήνες, µέχρι την πρώτη φορά που ένας 


σχληρός δίσχος Όα παρουσιάσει χάποιο σφάλμα, έχει εχθετική κατανομή µε µέσο όρο 90 


µήνες. Συνεπώς, η Χ »» Εκὺ(90). 


Η πιθανότητα το πρὠτο σφάλμα να εμφανιστεί µετά τους πρώτους ὁθ µήνες είναι 


Ρ(Χ 5 30) -ι-- Ρ(Χ «8θ)--ι-- Ε(90) -- 1 --ᾗα --εδθ/δθ] -- ε-ἲ -- 0.9619. 


Η πιδανότητα ο δίσχος να µην παρουσιάσει σφάλμα για τους επόµενους 90 µήνες, δεδο- 


µένου ότι ήδη λειτουργεί 90 µήνες χωρίς πρόβλημα, είναι χαι πάλι 


Ρ(Χ 5 60ΙΧ 5 80) -- Ρ(Χ 5 80) -- ε] «0.679, 


όπου χρησιµοποιήσαµε την ιδιότητα έλλειψης µνήµης. Τέλος, η πιθανότητα το πρώτο 


σφάλμα να εμφανιστεί µετά τον δέχατο μήνα αλλά πριν τον ειχοστό εἶναι 


Ραυ«χ«20) - Ε/2θ)-- Ε(10) -- π . ο) . 1 - εν) 02031. 
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Παράδειγμα δ.Ὀ. Ἐστω πως εισερχόµαστε σε µια τράπεζα µε 10 ταµίες χαι 30 πελά- 
τες, εχ των οποίων οι 10 ήδη συναλλάσσονται µε χάποιο ταµία. (Οι υπόλοιποι 20 πελάτες 
βρίσκονται σε αυστηρή σειρά προτεραιότητας. Ί]οια είναι η πιθανότητα να χαταφέρουµε 
να εξυπηρετηὺούµε πριν φύγουν όλοι όσοι είναι ήδη µέσα στην τράπεζα; Υποδέτουμε 
ότι στην τράπεζα δεν µπαίνει ποτέ πάνω από ένας πελάτης χάδε χρονική στιγµή. 

Βξετάζουµε δύο περιπτώσεις, που χατά µια έννοια είναι αχραίες. Ἡ πρώτη είναι χάδε 
πελάτης να θέλει αχριβώς Ἰ’ χρόνο για να εξυπηρετηδεί. Σε αυτή την περίπτωση, είναι 
προφανές πως όταν βγούμε από την τράπεζα έχουν ήδη βγει όλοι όσοι είχαν φτάσει πριν 
από εµάς, γιατί έχουν ξεκινήσει την εξυπηρέτησή τους πρώτοι. 

Έστω τώρα πως ο χρόνος εξυπηρέτησης είναι εχθετικός, µε την ἴδια παράμετρο ϐ για 
όλους τους πελάτες. Εικ πρώτης όψεως, το ερώτηµα είναι πολύ δύσχολο να απαντηδεί. 
Η ιδιότητα όµως της έλλειψης µνήµης µας επιτρέπει να δώσουμε µια εύκολη απάντηση. 
Ας μεταφερὺούμε χρονικά στη στιγµή που αρχίζει η διχή µας εξυπηρέτηση. Λόγω της 
απώλειας µνήµης, χαι στους άλλους πελάτες που αυτή τη στιγµή εξυπηρετούνται απομένει 
χρόνος εξυπηρέτησης όµοια χατανεμηµένος µε το δικό µας, δηλαδή µε εχθετική κατανομή 
παραμέτρου 0. Λόγω συμμετρίας, λοιπόν, η πιθανότητα να είµαστε εμείς αυτοί που ὃα 
βγούμε τελευταίοι, είναι 1/10, άρα η ζητούμµενη πιθανότητα είναι 9/10. 

Λόγω της ιδιότητας της έλλειψης µνήµης, χαι για ορισμένους άλλους λόγους, η εχθε- 
τιχή κατανομή είναι εξαιρετικά εὐχρηστη σε προβλήµατα της Θεωρίας Αναµονής. Αυτό 
το παράδειγµα είναι χαραχτηριστικόὀ. 
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δ.3 Κανονική Γατανομή 


Ορισµός δ.3. Μια συνεχής Τ.Μ. Χ έχει κανονική (ή Γκαουσιανή) κατανοµή µε 
παραμέτρους µε Κ καισ Ἔὰ 0, αν έχει πυκνότητα 


η] 
ο Φ/οπο» 


Για συντοµία, γράφουμε Χ » Ν(μ,σ2). 


πο ο ο. πε]. (5.1) 


Παρατηρήσεις 


1. Αν και, εχ πρώτης όψεως, η πολύπλοκη µορφή της πυκνότητας (8.1) ίσως µας ξε- 
νίζει, είναι σηµαντικό να σημειώσουμε πως η κανονική κατανομή αντλεί τη σηµασία 
της από το Κεντρικό Οριαχκό Θεώρημα, το οποίο µας λέει πως αυτή η κατανομή 
είναι, κατά κάποιον τρόπο, αναπόφευκτη! Συγκεκριµένα, όταν εξετάζουµε τον εμ- 
πειριχό µέσο όρο ΧΝ ενός σχετικά μεγάλου πλήθους Τ.Μ. Χι, η χατανοµή του 
Χν τείνει πάντοτε, µε µια χατάλληλη χανονικοποίηση, στην κανονική κατανομή, 
ανεξάρτητα του τι κατανομή έχουν τα μεμονωμένα ἅΧι 


2. Για να βεβαιωὺδούμε πως ο πιο πάνω ορισμός είναι µαδηµατικά ορθός Όα πρέπει να 


ο. ων 1 2 2 
/ ἠω. ή ο αμ) 3σ' ᾗπ -- Ι. 


οο ”2πσ2 


ελέγξουμε ότι 


Αυτό φυσικά πράγματι ισχύει, αλλά ο σχετικός υπολογισμός είναι αρχετά τεχνικός 
χαι µαχροσκελής, χαι για αυτό τον παραλείπουµε. 


3. Έστωπως, για µια Τ.Μ. Χ µε κατανομή Χ » Ν(µ, σ’), θέλουμε να υπολογίσουμε 
την πιθανότητα Ρία« Χ -«ὐ). Αν χαι η πιδανότητα αυτή µπορεί να εχφραστεί 
ως το ολοχλήρωμα της πυχνότητας 


Ραςχςὺ “απ σιαρ, 


ο Ἡ 
μα, 
α Νν 2πσ2 
αυτό το ολοκλήρωμα δεν µπορεί να εκφραστεί σε κλειστή µορφή. Ἠπίσης, ούτε χαι 
η κατανομή της Χ µπορεί να υπολογιστεί σε απλή µορφή. Σύντομα ὃα αναπτύξουμε 
µια μεθοδολογία που Όα µας επιτρέπει να υπολογίζουμε τα σχετικά ολοχληρώματα 
µε σχετιχά λίγο χόπο. 
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μ-σ µ µγσ 


Σχήμα δ.3: Γραφική παράσταση της πυκνότητας {(ᾳ2) και της κατανομής Ε (1) µιας Τ.Μ. Χ » Ν(μ,σ’). 


Λήμμα δ.ὸ. (Ιδιότητες της ΓΚανονικής Κατανομής) Έστω Χ  Ν(µ. σαν 
ο ου ῃε 
2 ΝΛΗ(Χ) -- σὀ. 
ὅ, (Κανονικοποίηση): Η Τ.Μ. ζ -- σε έχει κατανομή Ζ ” Ν(0,1). 


Απόδειξη. 1. Παρατηρώντας πως η πυκνότητα [(ᾳ) της Χ έχει παράγωγο 


{ (1) -- ᾱ | (α ον μ) | κ σας ο -- ο) 
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βρίσχουµε 
Επ) - ᾗ ο θά ᾗ α- μι) αι 

Ημ) ο 

το {πα ώάμ άν 

μι ο “ο 

2. Έχουμε: 
νλκ) -εἰα-μω]- [ ᾱ- μας 
οο --Ὁ οο 
-σ[α- μπω α-σ' [αρα 
- [οὓς -μ/)]ὲς κ σἳ [ Γα)άω-- 04 σἳ κ: -- σἳ, 
όπου στην πέµπτη ισότητα ολοχληρώσαμε χατά παράγοντες, Ῥέτοντας η - Ὁ--μµ 
χαι ἄυ -- Γ’(α)άᾳ, έτσι ώστε αι -- ἅπ καιυ -- {(ᾳ). Στην έκτη ισότητα, 
ί-- μ) (σος 
Ξ- 1ήπι ο ορ ο ος -- Επι ωρμως Ὁ ομως 
α-λοου/2πσ 2σ2 4} οο 2πσ 2σ2 
- (ο --- μ) αμ) { ο ο 
3/2πσ ο ρορκρ ι.- δρχ . | 
όπως προκύπτει µε χρήση του κανόνα 1, Ηδβρίίζαι. 
9. Θα υπολογίσουμε την χατανοµή της ὄ: 


βεί2) πα. «:) ΞβΡ(χΧ-μς« σ2) 
σστμ 1 τσ. 2 
ο... τς σος -- - | ᾱ 
-- α ντος σι αἰ 
ολ οΠ 2 
Στην τελευταία ισότητα θέσαμε ἐ-- -π-,άραστ-σ2σ{ιμτίζσα--οο- 
ἕ -- --οο, και ἄπ -- σαἰ. Παρατηρήστε τώρα πως η χατανοµή που βρήχαµε πράγματι 


ταυτίζεται µε την κατανομή µιας | καουσιανής µε παραμέτρους µ -- 0 και σΣ-- 1. 
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8) σι «σος σα 


Σχήµα δ.4: Γραφική παράσταση της πυχνότητας {{3) αι της χατανοµής Επ) µιας κανονικής Τ.Μ. 
«Χ για τρεις τιµές σι «σο «σα τῆς διασποράς. 


Παρατηρήσεις 


1. Στο Σιχήµα δ.4 έχουµε σχεδιάσει την πυκνότητα χαι την κατανομή τριών κανονικών 

Τ.Μ. µε ίδιες µέσες τιµές, αλλά αυξανόμενες διασπορές. Παρατηρήστε ότι όσο 
μεγαλώνει το σ᾽, τόσο φαρδαίνει χαι χαμηλώνει η αντίστοιχη πυκνότητα, έτσι όµως 
ώστε το ολοκλήρωμα να παραμένει µονάδα. ᾿Γαυτοχρόνως, η χατανοµή γίνεται 


λιγότερο απότομη. 


2. Η τελευταία από τις άνω ιδιότητες µας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε µια µεῦοδο- 
λογία για τον υπολογισμό πιθανοτήτων που περιέχουν την Γκαουσιανή κατανομή η 
/ / / / 2 / / / 
οποία βασίζεται στην ειδική περίπτωσηπου µ -- 0, σ” -- 1. ἩΠ ειδική αυτή περίπτω- 
ση παρουσιάζει λοιπόν ξεχωριστό ενδιαφέρον, χαι αυτό µας οδηγεί στον αχόλουῦο 
ορισμό. 
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Σχήµα δ.Ὀ: Γραφική παράσταση τῆς πυχνότητας ϕί2) χαι της κατανομής Φ(2) της τυπικής Τ.Μ. 
Ν(0, 1. 


Ορισµός δ.4. Ανη Τ.Μ. Χ ν Ν(0,1), λέμε πως έχει τυπική κανονική κατανομή 


και συμβολίζουμε την πυκνότητα και τη συνάρτηση κατανομής της ως 


οι -- ο. 2ΕΚ. (9.2) 
ο --- . πα. ασ, 2ΕΠΚ., (5.9) 


αντίστοιχα. 


Λήμμοι 8.4. (Συµµετρία τυπιχής κανονικής κατανομής). Ισχύει το ακόλουδο: 


φ(2) Ξ1 -- φ(--2). 
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Απόδειξη. Παρατηρήστε πως 


.- φ(--) 


| 
ΓΗ 
| 
ος. 
ο 
ὃ]- 
5] 
[αν 
ἑ 
αν 
ὃς 


εἰ 9 μα. 9 πι 9 
.. . Σῃᾳ ή μ . /2 . τα /2 
6 ὤ 6 ἆπ -ἕ 6 απ 
|. 2π Ζ ν2π οο ν2π 


- . ο ες -- Φ(2). 


Στην τρίτη ισότητα, χάναµε αλλαγή μεταβλητής α -ὃ --ᾱ στο τρίτο ολοκλήρωμα. 
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δ.4 Υπολογισμός Πιδονοτήτων Κανονιχκής ΙΚατανομής 


Λήμμα 8.5. (Υπολογισμός πιθανοτήτων κανονικών Τ.Μ.) Αν Χ» Ν(µμ.σ2), τότε 


Ρίαςχςὂ - ο (.) ο (.Ἡ). 
Ρ(Χ «ἰ) - Φ[5Ε). 


ο αἱ 


Ι 

Εν 
| 

κι 
παν 
Θ 
9 | | 
υ-- 
ως ά 


Απόδειξη. Παρατηρήστε πως 


ως αυ]-- ο ---- 


σ σ σ σ σ 
ὃ-- ο 
πλ α 
σ σ 
Στη δεύτερη ισότητα Ὀέσαμε ὄ -- ο Ἡ τρίτη ισότητα προχύπτει γιατί, από το 


τελευταίο σχέλος του Λήμματος δ.», έχουµε Ζ  Ν(0,1). Προκύπτει έτσι η πρώτη 


εξίσωση. Όι άλλες δύο προκύπτουν µε ανάλογο τρόπο. 


Παράδειγμοι δ.4. Αν Ῥέλουμε να υπολογίσουμε την Ρ(ί0 « Χ -« 1.6) για την 
Χ» Ν(1, 3), έχουµε 


οκ σεἹ 
Ροεκςιδ-οί π) ος) «(αΑ8η -Φί-ασττη. 


Παρατηρήσεις 


1. Αν χαι μπορούμε να εφαρμόσουμε πάντα το άνω λήμμα, εἶναι πιο εὐκολο να ὑδυμόμα- 
στε την ακχόλουδη μέθοδο, η οποία ουσιαστικά ακολουδεί τα βήματα της απόδειξης 
του λήμματος. 


Ἠιστω πως Ὀέλουμε να υπολογίσουμε κάποια πιθανότητα της µορφής Ρίασς Χς« ϐ) 
για µια Τ.Μ. Χ» Ν(μ,σ"). (Ἡ μέθοδος τροποποιείται µε τον προφανή τρόπο 
προκειµένου να υπολογίσουμε πιθανότητες της µορφής Ρ(Χ «ϐ) ή Ρ(Χ Ἔα).) 
Καταρχήν, εχφράζουµε την ζητούµενη πιθανότητα ως 

ο 


σ σ ᾗὉ σ 


Ρακχευ-ρ{ 


δ.4. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΝΟΝΗΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ; 205 


Π.χ., αν η ζητούµενη πιθανότητα ῄταν η Ρί0« ἅ -«1.5)γιατην ἅ » Ν(1, 8), 


όπως στο άνω παράδειγµα, τότε 


Ρί0« Χς ιδ) 
- ροκ στοκ) -ρπςστες στ) 
ον στ δ Ὅππο ασ πο ο ϐ.-ι 
1 Χ-μ 0.5 
- -« ος . 
(στο σα) 


Από την Ιδιότητα ὃ του Λήμματος δ.ὸ προκύπτει πως η ὄ-Ξ .. ” Ν(0, 1), άρα 
έχουμε 


πο ο 1 


σ 


Στο άνω παράδειγµα, 


ο” φ(0.258Υ) -- ϕ(--0.5 74). 


ἐ 


2. Ανεξάρτητα από το αν χρησιμοποιήσουμε το άνω λήμμα ή την άνω µέὺοδο, τελικά 

χρειαζόμαστε τις τιµές της Φ για ένα ή περισσότερα ορίσματα. ΈΤις τιµές αυτές 
μπορούμε να τις βρούμε µε χρήση του Πίνακα δ.Ι (ή κάποιου αντίστοιχου --- όλα 
τα βιβλία πιθανοτήτων έχουν ένα τέτοιο πίνακα). Ο Ηίνακας δ.Ι περιέχει, για 
ένα µεγάλο εύρος Ὀετικών ορισµάτων 2, τις αντίστοιχες τιµές Φ(2), ως εξής: Οι 
γραμμές δίνουν το αχέραιο µέρος Χαι το πρώτο δεκαδικό ψηφίο του Ζ χαι οι στήλες 
το δεύτερο δεκαδικό του ψηφίο. Το αντίστοιχο στοιχείο του πίναχα δίνει το Φ(2). 
Καθώς Φ(ί2) - 1 -- Φ(--2), μπορούμε να προσδιορίσουµε την τιµή της Φ και για 
αρνητικά ορίσματα. 
Στην περίπτωση του άνω παραδείγµατος, από την τρίτη γραµµή και την τελευταία 
στήλη βρίσκουμε Φ(0.2583) -- φ(0.29) -- 0.6141. Επιπλέον, για να βρούμε την 
τιµή Φ(--0.6Υ14) --- Φ(--0.5δ) -- 1 -- Φ(0.58). πάµε στον πίνακα χαι χοιτάµε 
στην έχτη γραμμή χαι στην ένατη στήλη χαι βρίσχουµε πως Φ(0.568) -- 0.190 -» 
Φ(--0.58) -- 0.2510. Τελικά έχουµε 


Ρις Χς«τ1) « Φ(029) -- ὅ(--0.58) --0.6164 -- 02510 -- 0.3551. 


204 ΚΕΦΑΛΑΙΟ δ. ΣΥΝΗΘΕΙΣ ΠΕΡΠΙΓΩΣΙΕΙΣ ΣΥΝΕΧΩΝ ΤΥΧΑΙΩΝ ΜΕΊΑΒΛΗΊΩΝ 


Πίνακας δ.Ι: Τιμές της τυπικής κανονικής συνάρτησης χατανοµής Φ(2) για Ὀετικά ορίσματα σ. Οι 
γραµµές δίνουν το αχέραιο µέρος χαι το πρώτο δεκαδικό φηφίο, χαι οι στήλες το δεύτερο δεχαδιχό 
ψηφίο του ορίσµατος 5. Για αρνητικά ορίσματα, χρησιμοποιούμε τη σχέση Φ(2)- 1 -- Φ(--2). 


0.00 0.01 0.02 0.05 0.04 0.05 0.06 0.0Υ 0.08 0.09 

0.0 |: 0.5000. 0.5040 0.5050. 0.5120 0.5160 0.5199 0.52559 0.50219 0.5919. 0.55359 
0.1 |0.5595 0.5405 0.545 0.551 0.555ύ. 0.5596 ϱ0.5656 0.501 0.514 0.515 
0.2 0.519. 0.5δ52 0.55ή1 0.5910 0.5945 0.095 ϱ0.6026 0.0064 0.6105. 0.6141 
0.9 0.619. 0.651 0.0255 0.6295 0.6551 0.6365 0.6406 0.644 0.6450 0.651 
0.4 | 0.0554 0.6591 ϱ0.06025 0.6664 0.600 0.006 0.6Υύ2 0.0805δ 0.6δ44 ϱ0.9δΤ9 
0.5 :0.6915 0.6950 0.095δ5 0.019. 0.054 0.Τ0δδ 0.122 0.15 0.190 0.7224 
0.6 :0.05τ 0.291 0.924 0.Τ95Υ 0.259 0.422 0.454 0.Τ4δ6 0.51 0.549 
ϱ.ή 0.950. 0.611 0.642 0.Τ6τὸ 0.04 0.24 0.764 0.194 0.520 0.852 
0.5 | 0.Τ5δι 0.910. 0.1959 0.06 0.1995 0.5022 ϱ0.5δ0σΙ 0.8015 0.5106. ϐ0.51253 
0.9 |0.8159. 0.51856 ϐ0.5212 0.5255 0.δ264 ϐ0.5259 ϱ0.δῦ15 ϱ0.5540 0.5065 0.53859 
1.0 1 0.δ6419. 0.842δ 0.5461 0.855 0.5δσῦ0ς ϐ0.56051 0.5554 0.δσύί 0.5599 0.56.21 
1.1 10.664. ϐ0.8665 0.5656 ϐ0.8705δ 0.5729 0.514 0.870 ϱ0.61Τ90 0.5510. 0.5δ20 
1.2 1 0.6δ49 ϐ0.5569 ϱ0.5δδς 0.590 0.5025 0.56944 ϐ0.9962 0.56950 0.590Υ 0.9015 
1.9 1 0.905». 0.9049 ϱ0.9066 0.905» 0.9099 0.115 0.9151 0.914 0.916». 0.91 
1.4 10.9192 0.920 0.9222 0.9206 0.925051ἱ 0.265 0.9219 0.929» 0.9506 0.9519 
1.5 1 0.9552. 0.9945 0.950. 0.990 0.9352 0.90594 0.9406 0.9415 0.9429. 0.9441 
1.6 1 0.9452. 0.9465 0.944 0.9454 0.9495 0.05005 0.9515 0.9525 0.9555 0.9545 
1. 1 0.95054 0.9564 ϱ0.95τὸ 0.955» 0.9591 ϐ0.050959 0.96085 0.9616 0.96025 0.9655 
1.8 1 0.9641 0.9649 0.9656 0.9664 0.96ΜΙ 0.065 0.905δ6 ϱ0.9695 0.9699 0.906 
1.9 10.019 0.919 0.916 0.9192 0.970285 0.144 0.950 0.156 0.9Ττ6ιἱ 0.9τ6Υ 
2.0: 0.902 0.915 0.015 0.9158δ 0.195 0.905 0.505 ϐ0.9850δ 0.9512 0.9δΙΥ 
2.1 !0.98521 0.9526 ϐ0.9550 0.9554 ϱ0.9δ055 ϐ0.9542 0.9546 ϱ0.9550 0.9554 ϱ0.9δοΥ 
2.2 | 0.9861 0.95δ64 ϐ0.9865δ 0.95ΥΙ ϱ0.0δτὸο 0.955 ϱ0.055δ1 ϐ0.98δ4 0.95δδύ ϱ0.9590 
2.5 | 0.98595 0.95δ96 0.595 0.9501 0.9904 0.9906 ϱ0.9905 0.9911 0.9915 0.916 
2.4: 0.9915 0.9920 0.922 0.9920 0.927 0.9929 0.951 0.995» 0.9954 ϱ0.9956 
2.5 | 0.9935δ 0.9940 0.941 0.994 0.9945 0.9946 0.0945 0.9949 0.9951ἱ ϐ0.9952 
2.6: 0.9955. 0.9055 0.956 0.995τ 0.99059 0.9960 0.9961 0.9962 0.996» 0.9964 
2.{ , 0.9965. 0.9966 0.996/ 0.9965 0.9965 0.990. 0.901 0.997. 0.991 0.9914 
2.5: 0.994 0.001 0.9τ6 0.99 0.0 0.915 0.990τ9 0.997 0.9950 0.9051 
2.9 | 0.995 0.995» ϐ0.095»2 0.995» 0.9954 ϐ0.995δ4 ϱ0.0955 ϱ0.99565 0.9956 0.9986 
9.0 | 0.995 0.995Υ 0.995 0.905ς 0.00955 ϐ0.9959 ϱ0.9955 ϐ0.9959 0.9990 0.990 
5.1 | 0.9990 0.9991 0.9991 0.9991 0.99052 0.00952 0.99592 0.9992 0.9995 0.9995 
9.2 | 0.999». 0.9995 0.99594 0.9994 0.9994 0.99094 0.9994 0.9905 0.9995 0.995 
9. |0.9995 0.9995 0.9995 0.9996 0.99596 0.9996 0.9996 0.9996 0.996 0.99 
9.4 | 0.990 0.999 0.990 0.990 0.999 0.990 0.99 0.990 0.999 0.995 
9.5 | 0.0905 0.9905 0.9905 0.99095 0.0955 0.00905 0.90905 0.09905 0.9905 ϐ0.95995 
9.6 |0.09505 ϱ0.9905 0.9995 0.9995 0.9955 0.950 0.99599 0.95999 0.9995 0.959959 
ὃ.ς | 0.9999 0.99995 0.99599 0.9999 0.995959 0.9999 0.995 0.9999 0.9999 099959 
ο θ 9ος. 0999 09999 09ο 09990 09909 ϱ99ς. 0.999 09909” 09998 
9.9 | 1.0000. 1.0000. 1.000060. ι.0000. 1.0000 1.00060. 1.0000. 1.0000 1.00060  1.0000 
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Παράδειγμα 8.5. Έστω πως το ρολόι ενός επεξεργαστή αποκλίνει κατά ἄ δευτερό- 
λεπτα µετά από ένα χρόνο συνεχούς λειτουργίας, όπου Χ » Ν(1.4). Ποια η πιθανότητα 
µετά από ένα χρόνο: 


1. ῶο ρολόι να πάει «πίσω», δηλαδή να έχει αρνητική απόκλιση; 
2. Ἡ απόχλιση να είναι µεγαλύτερη από -Γ9.ὸ δευτερόλεπτα; 


ὃ. Π απόκλιση να είναι μικρότερη από -Ε2 δευτερόλεπτα; 


1. Χρησιμοποιώντας εδώ την γενική πιο πάνω µέῦοδομεμτ 1] καισ-- Υ4 -- 9, 
ορίζοντας µια τυπική χανονική Τ.Μ. Ζ » Ν(0, 1), για το πρώτο ερώτημα εύχολα 
βρίσχουµε 

μα 


Ρ(ίΧ «ϱ) -- Ρ ( . ) ΞΡ(Ζ « --.8) -- Φ(--0.5), 


χαι αντικαθιστώντας την τιµή της Φ(--0.5) - 0.30δ5 µε χρήση του Πίνακα 8.1, 
έχουµε Ρ(ίΧ «ϐ) - 0.30δ5. Δείτε την πρώτη από τις γραφιχές παραστάσεις του 
»ιχήµατος 8.6. 


2. Παρομοίως, 


αν 
Ρ(Χ 5 9.5) -- ρ( , 


-- 1 --Φ(1.25) «1 --0.8944 -- 0.1056. 


πε] 
στ. ) --Ρ(Ζ51085)]--1-- Ρ(2 « 125) 


όπου αντικαταστήσαµε την τιµή της Φ(1.25) --0.δ944 από τον Πίνακα δ.Ι. Δείτε 
την δεύτερη από τις γραφικές παραστάσεις του Σιχήµατος 6.6. 


ὃ. Τέλος, 


Ρ(ΙΧΙ «2) 


πο πο ο 
Ρ( 16 Ζς 0.5) -- (ο) --δί--ι.5) 
0.6915 -- 00668 -- 0:6247. 


-2τ-ι  ἅ-ι 2-Ι 
Ρ-.«κ«3-{ ) 


ὲ 


όπου αντικαταστήσαμµε τις τιµές Φ(0.6) 5- 0.6915 και Φ(--1.5) -- 0.066δ µε χρήση 
του Πίνακα δ.Ι. Δείτε την τρίτη από τις γραφικές παραστάσεις του Σιχήµατος δ.6. 


Παράδειγμα 8.6. Ἔστω πως η ένταση του ηλεχτρικού Ὀορύβου σε ένα χύχλωμα 
είναι Χ» Ν(--2,9). Ποια η πιθανότητα το Χ να µην ξεπερνάει το 1 σε απόλυτη τιµή; 
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ς 2.5) -- 0.1066 


Ρ(ΙΧΙ « 9) - 0.6247 


Σχήµα δ.6: Οι πιθανότητες που υπολογίστηκαν στο Παράδειγμα δ.5 εμφανίζονται ως σχιασµένα εµβαδά. 


δ.4. ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΠΘΑΝΟΤΗΤΩΝ ΚΑΝΟΝΗΚΗΣ ΚΑΤΑΝΟΜΗΣ; 20Υ 


Όπως χαι στο προηγούμενο παράδειγµα, εφαρμόζοντας την γενική πιο πάνω μέῦοδο 


µεμς- --2χαισ-- νὸ χαι ορίζοντας µια τυπική κανονική Τ.Μ. Ζ » Ν(Θ, 1), βρίσκουμε 


Ρ(058 «7 1.Τ8) -- Φ(1.78) -- (0.58) 
0.9555 -- 0.7190 -- 02302, 


ὲ 


ὲ 


όπου αντικαταστήσαµε τις τιµές Φ(1.Τ9) -- 0.95δ2 και Φ(0.58) -- 0.Τ190 από τον 
Πίνακα δ.1. 


Παράδειγμα δ.Τ. (Τυχαία επιλογή Τ.Μ.) Η Τ.Μ. Χ έχει ομοιόμορφη κατανομή στο 
διάστηµα [--δ, 5], χαι η Τ.Μ. Υ έχει κανονική κατανομή µε µέση τιµή 1 χαι διασπορά 10. 
Ρίχνουµε ένα δίκαιο χέρµα, χαι αν έρθει κορώνα χαταγράφουµε την τιµή του ἃ ενώ αν 
έρθει γράµµατα καταγράφουµε την τιµή του Υ’. Ἡ ρίψη του κέρματος είναι ανεξάρτητη 
των τιµών των , Υ. Αν η τιµή που χαταγράφαµε είναι µεγαλύτερη του 4, ποια είναι η 
πιδανότητα να είχαµε επιλέξει την ΑΧ; 

Για να απαντήσουμε το ερώτημα, ορίζουµε την βοηθητική Τ.Μ. ἆ η οποία παίρνει την 
τιµή 1 αν φέρουμε κορώνα χαι την τιµή 0 αν φέρουμε γράμματα. Ἠπιπλέον, έστω 1 η τιµή 
που χαταγράψαµε. Χρησιμοποιώντας τον κανόνα του Βαψγος, η ζητούμενη πιθανότητα 
ισούται µε: 


ο Ξ σαα] 


Ρ(Ζ--1Τ 5 4) σι 


Ρ(7--1.Χ5 4) 
Ρ( 5 4|Ζ-- ΏΡ(Ζ- ΤΕ Ρ(Τ5 4/7 -- 0)Ρ(7 --θ) 
άρον ο 
Ῥ(Χ 5 ΔΡ(Ζ- Ώ-ςΡΠ 5 4)Ρ(7 --ϐ) 
ι ή εἄα 


1 
1 | οκ οΕ-Ἡ πρ καστ 022. 
Ρο τπ) ἔτα-δ(ή)) 
Στον αριῤμητή της δεύτερης γραμμής χρησιμµοποιήσαμµετο ότιαν ὤ -- 1,τότεΊ.--λ. 
Στον αριῤμητή της τρίτης γραμμής χρησιµοποιήσαμε την ανεξαρτησία των Χ, Ζ. Στον 


παρονομαστή τῆς τρίτης γραμμής χρησιµοποιήσαμµε το γεγονός ότι αν ὅ -- 1, τότε 
Ί-- Χ ενώαν ὤζΞ0,τότε{ςζΥ. 


Παράδειγμοι δ.δ. (Ύψη µαδητών) Το ύψος ἅ των μαθητών ενός σχολείου α- 
χολουδεί την Γχαουσιανή κατανομή µε µέση τιµή Ίπια Ξ-- 1.70 πι για τα αγόρια χαι 
πικ Ξ-- 1.60 πι για τα χορίτσια, χαι διασπορά σ’ -- (0.1 πι)”, κοινή για αγόρια χαι 
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κορίτσια. Η πιδανότητα ένας μαθητής να είναι χορίτσι είναι 0.5. Ί]οια είναι η πιθανότητα 
το ύψος ενός μαδητή που επιλέγεται στην τύχη να ξεπερνά το 1.650 πι; 

Έϊστω τα ενδεχόμενα Α --«Ο) µαδητής είναι αγόρι» χαι 8 --«ο µαδητής είναι πάνω 
από 1.50 πι». Ὥνχουμε: 


Ρ(Β) -- Ρ(ΒΙΑ)Ρ(Α)-« Ρ(Β ΑΡ) -- ΣΡίΧ 5 195|Α) -- ΤΡ(Χ 5 1543 


ο ὁ ο τας .. κ ον 

2 0.1 2 0.1 
] Ἱ 

σι --δί1) εσ-- Φ0)) 50.001. 


Στα άνω, χρησιµοποιήσαμµε το ότι αν ο µαὺητής είναι αγόρι, το ύψος έχει µέση τιµή 1.Τ 
ενώ, αν είναι κορίτσι, το ύψος έχει µέση τιµή 1.6. 
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δ.ὅ Μετασχηµατισμοί Υ - /{(Χ) 


Συχνά σε εφαρμογές µας δίνεται η πυκνότητα ή η κατανομή µιας 1.Χ. ἅ και πρέπει να 
βρούµε την πυχνότητα ή την κατανομή µιας συνάρτησής τῆς, έστω Υ -- {{Χ). Δείτε 
τα αχόλουῦα παραδείγματα. 


Παράδειγμοι δ.9. (Ομοιόµορφη --» εκθετική) Έστω µια Ῥ.Μ. ἴ ομοιόμορφα χατα- 
νεμηµένη στο (0,1. Αν λ20,η νέα Τ.Μ. Υ -- --λιορ 0 έχει κατανομή ΕΧΡ(λ). Για 
να δείξουµε αυτή την ιδιότητα, Όα υπολογίσουμε την συνάρτηση κατανομής Ε΄) της 
Ἑ, Που, 


Γιο) - ΡΥσςν)-Ρ(λιοῦύςγ)-ΡΠοςῦ 2 --ψ/λ) 
1 
ΡυΣ εν) -- [ 1 απ -- 1 --ε-διλ. 


ο-τ/λ 


Για ν «0, 
ϱΓῳΞΡΥ «ν)-ΞΡί-λιούς1γ)-λροῦ5-ν/λ)Ξ0. 


Συνεπώς, πράγματι Υ »» Εικὺ(λ). Δείτε το Σχήµα δ.Τ για µια γραφική απεικόνιση του 
αποτελέσματος. 


Παράδειγμοι δ.10. (Δημιουργία οποιασδήποτε κατανομής) Ἐϊστω ΕΙ) συνεχής χα- 
τανομή χαι έστω ῦ Τ.Μ. ομοιόμορφα κατανεμημένη στο διάστηµα [0,1]. Αν Χ - 
ΕΙ (0), να δειχθεί ότι η Χ ακολουθεί την κατανομή ΕΣ’. Ποια είναι η πρακτική σημασία 
αυτού του αποτελέσματος; 

Παρατηρούμε απλά πως 


οι καριερα Ξξ ἁ κ πα (η 


Για την δεύτερη εξίσωση χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι η Ε’ εἶναι αύξουσα, συνεπώς 
χαι η αντίστροφή της ΕΣ είναι αύξουσα. Για την τρίτη εξίσωση χρησιµοποιήσαμµε το 
ότι η είναι ομοιόμορφα κατανεμημένη στο (0, 1). 

Το αποτέλεσµα έχει τεράστια πραχτική σηµασία. Αν μπορούμε να δημιουργήσουμε 
µε χάποιο τρόπο µια Τ.Μ. ομοιόμορφα κατανεμημένη στο (0. 1], αυτόματα μπορούμε να 
δημιουργήσουμε οποιαδήποτε άλλη. Σιχεδόν όλες οι γλώσσες προγραμματισμού έχουν 
µια ρουτίνα που επιστρέφει µια Τ.Μ. ομοιόμορφα κατανεμημένη στο |0, 1], που συνήθως 
ονομάζεται ταπά(), αλλά ελάχιστες (πέραν των εξειδικευμένων) παρέχουν ρουτίνες που 
να επιστρέφουν Τ.Μ. µε άλλες χατανοµές. Έϊνας βασικός Ῥεωρητικός λόγος για αυτή 
την έλλειψη εἶναι το αποτέλεσµα αυτής τῆς άσχησης: αν έχουµε στη διάθεσή µας την 
ΤάἨ((), μπορούμε εύκολα να φτιάξουμε όποια άλλη χατανοµή θέλουμε] 
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Σχήµα 8.7: Παράδειγμα δ.9. Αν επιλέξουμε ομοιόμορφα έναν αριθµό µέσα στο διάστηµα |θ, 1] του 
άξονα 1, τότε επιλέγουμε επίσης έναν εχθετικά κατανεμημένο αριθµό από τον Ὀετιχό ημιάξονα γ. 


Παράδειγμα δ.11. (Τετράγωνο εκδθετικής) Έστω µια Ἑ.Μ. Χ µε κατανομή Εκὺ(1). 

Έστω (1) και Ε (1) η πυκνότητα χαι η χατανοµή της αντίστοιχα. Έστω µια νέα Τ.Μ. 

Υ΄ -- αλ”, όπου α 5 0. Θα βρούμε την πυκνότητά της ϱ{)) και την χατανοµή της (α(). 
Γιαν «0 έχουµε αμ) - Ρ(ΙΥ «)-- ΡίαλΣ«) --0,άρα σ(/) -θγιαν «0. 
Ὑπολογίζουμε κατόπιν την (σ(4) για η 20: 


αι) --ΡΥ «ν) --Ρ(αχ) «ν) --Ρ(ΙΧ« νν/α - Είνν/ --τ-- εντ". 


ΗΠ πυχνότητα της Υ΄ για 4 Σ 0 προχύπτει ως εξής: 


οο) -- σι) (ιν) -- πω οὖν 


ενώ η τιµή της στο 0 δεν έχει σημασία. Συγχεντρωτικά, 


0, ο τς 0, 0, ει κά 0, 
(σ -- ΞξἘ 
(ν) ον ο. σ(μ) να. ία 9 β. 


Οι οί). ά(ω) έχουν σχεδιαστεί στο Σχήµα δ.δ. 
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Σχήµα δ8.δ: Γραφική παράσταση τῆς πυχνότητας ο(ψ) χαι τῆς χατανοµής (α(ω) της Τ.Μ. ων στο Παρά- 
δειγµα δ.11. 


Παράδειγμοι δ.12. (Χρόνος μετάδοσης) Ο χρόνος Ἰ' που μεσολαβεί από την απο- 
στολή µέχρι την παράδοση ενός απια!]] μεγέθους Χ ΙΒ από έναν διακομιστή σε έναν 
άλλον είναι Τ - Χ(Χ - 1)/4 λεπτά. Αν το Χ έχει εκθετική κατανομή µε µέση τι- 
µή ὃ ΙΚΡΒ, Όα υπολογίσουμε τη µέση τιµή του χρόνου Ί’ χαι την πιθανότητα ο χρόνος 
εχτέλεσης να ξεπεράσει τα 10 λεπτά. Έχουμε: 


1. Ἡ µέση τιµή του χρόνου 1. είναι: 


ΕίΤ) -ἓ ο 9) προ ο πε κ Ε(χ) 


4 
-- ΠΙνλΕ(α) (Ε(Χ))7ΞΕΕ(Χ) -- τί’ -ὅ- Ε5] -- 19.75, 


όπου στην τέταρτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το ότι ΝΑΠ/(Χ) -- Ε(Χ2)--(Ε(Χ))", 


χαι στο τέλος αντικαταστήσαµε τις γνωστές τιµές των παραμέτρων για την εχδετική 
χατανοµή µε παράμετρο ὃ. 
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2. Η πιθανότητα ο χρόνος εχτέλεσης να ξεπεράσει τα 10 λεπτά, δηλαδή Ί’ 3 10, είναι 
Ρ(Τ’ 5 10) 


-- Ρο σιο) -Ρ(Χ(Χ-1) 540) -- Ρ(Χ2-- Χ --40 5 0) 


πουν 


--] 161 --] 161 
ο... ε--. πα] 


Ι 


-- ο 1ν16Η/10 05107, 


όπου στην πέµπτη ισότητα χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι πάντοτε το ἅ εἶναι Ὀετιχό, 
χαι στο τέλος αντικαταστήσαµε τον τύπο τῆς συνάρτησης κατανομής µιας εχθετικής 


Τ.Μ. µε παράμετρο ὃ. 


Παρατήρηση: Σε περίπτωση που η Π(Χ) είναι γραμμική, δηλαδή Υ΄ -- αχ - ὐ, 
μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το ακόλουδο λήμμα: 


Λήμμα δ.6. (Γραμμικός μετασχηματισμός µιας Τ.Μ.) Έστω συνεχής ἢ.Μ. Χ µε 
πυκνότητα (3) και κατανομή Ε/απ). Ἐστωα,ιῦεζΚ,μεασθ. ΗΤΜ.Υ Ξαχ--ὂ 


είναι επίσης συνεχής, µε πυκνότητα ϱ(3) και κατανομή (α(ν) που ισούνται µε 


σω -- τη (ο. 


τς 
-- 
σ-- 

| 
--- 

| 
- 

ὃς 


Απόδειξη. Θα μελετήσουμε χωριστά τις δύο περιπτώσεις: αἌθκαια «0. 
Έστω λοιπόν α Σ 0. Παρατηρούμε πως 


ο ο 


α 


Ηπιπλέον, 
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Έστω τώρα πως α «0. Παρατηρούμε πως 


σω ην εω λακννκη (της) τι ες) 
α α 
Ηπιπλέον, 
ἆ υ-- 0 1 η--ὂ 1 η --ὂ 
.. ο, ΞΞ5 1 ια κ. Ε" -- 
ο ο... 
χαι η απόδειξη ολοχληρώδηκε. . 


Παράδειγμοι δ.139. Έστω ἅ » Εκὺ(1), δηλαδή µε πυχνότητα χαι κατανομή 
πα ο ἳ ο ο ο Ὁ 
1} -- η τ-- η α 1) -- η τ-- η 
16) . κα, 6) ο παν 


Έϊστω επίσης η Τ.Μ. Υ --ἶΙ--2Χ. Ἡ πυκνότητα και η κατανομή της ὃα ισούνται µε 


Οι α(ω). ἄ(μ) έχουν σχεδιαστεί στο Σχήµα δ.9. 


Παρατήρηση: Πολύ συχνά όµως η { δεν είναι γραμμιχή συνάρτηση. Δεν υπάρχει 
χάποιο εύχρηστο γενιχό ὑεώρημα για αυτή την περίπτωση, ποὺ να µας επιτρέπει τον υπο- 
λογισμό της κατανομής χαι της πυκνότητας της ΙΧ. ή έστω πιθανοτήτων ενδεχόµενων 
που αφορούν την {{Χ). Όμως, µπορεί πάντα να εφαρμοστεί η γενική μεθοδολογία που 
εφαρµόστηχε στην απόδειξη του Λήμματος 8.6 χαι στα Παραδείγματα δ.9 έως 8.12. 
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Σχήµα 8.9: Γραφική παράσταση της πυχνότητας ϱ(ψ) χαι της χατανοµής (σ(ω) της Τ.Μ. Υ στο Παρά- 
δειγµα δ.19. 


Κεφάλαιο 9 


ΖΕευΥη Συνεχων Τωυχαίων Μεταβλητών 


Ανάλογα µε ό,τι συμβαίνει στην περίπτωση των διαχριτὠν Τ.Μ., η σχέση που έχουν 
μεταξύ τους δύο συνεχείς Τ.Μ. δεν µπορεί να αποτυπωὺεί µε χρήση των πυχνοτήτων 
τους, χαι είναι απαραίτητο να εισάγουµε την έννοια τῆς από κοινού πυκνότητας. Μια 
βασική διαφορά της ὑεωρίας που προχύπτει σε σχέση µε την περίπτωση τῆς μελέτης 
μεμονωμένων συνεχών Τ.Μ., είναι ότι τα ολοχληρώματα που εμφανίζονται στον υπολο- 
/ ἠδ' ο. ιν. / ᾱ, ΑΒ. δ / / 
γισµό πιδανοτήτων δεν είναι πια απλά, αλλά διπλά, χαι συνεπώς είναι αρχετά πιο σύνθετα 
στον υπολογισμό. Ξεχινάμε µε µια σύντομη αναφορά στα διπλά ολοχληρώματα χαι στο 
βασικό ὑεώρημα που µας επιτρέπει τον υπολογισμό τους, το Θεώρημα του ΕωβΙΠΙ. Σ7το 
υπόλοιπο κεφάλαιο, η ανάπτυξη της ὑεωρίας είναι ανάλογη µε αυτή του αντίστοιχου 
/ κά / 
χεφαλαίου για τα ζεύγη διαχριτών Τ.Μ. 


9.1 Διπλά Ολοκληρώματα 


Στην παράγραφο αυτή ὃα αναφερὺούμε, πολύ συνοπτικά, σε στοιχεία της Ῥεωρίας των 
διπλών ολοχληρωμάτων που ὃα χρειαστούµε σε αυτό το χεφάλαιο. 

Παραλείπουμε τον αυστηρό ορισμό του διπλού ολοκληρώματος, που εἶναι αρχετά 
εχτεταµένος. Πραχτικά, το διπλό ολοκλήρωμα της ](π,9) στοχωίοβς ΚΧΕΚ 


συμβολίζεται µε 
. / Γ(αιν) ἆΑ 
Ώ 


χαι ισούται µε τον όγκο του στερεού που περικλείεται μεταξύ του [ χαι της [(ᾳ), 
όπου αυτή είναι Ὀετιχή, µείον τον όγχο του στερεού που περικλείεται μεταξύ του [9 χαι 
της Π(ᾳ), όπου αυτή είναι αρνητική. Δηλαδή, ενώ τα απλά ολοχληρώματα εκφράζουν 
προσημµασμµένο εμβαδόν, τα διπλά εχφράζουν προσηµασμένο όγκο. Αυτή η ερμηνεία 
είναι αρχετή για τις διχές µας ανάγχες. Για παράδειγµα, το διπλό ολοχλήρωμα τῆς 
συνάρτησης [(ᾳ, 9) Ξ- πἩ στο χωρίο ΕΠ -- 10,2 χ |--2, 5] είναι ο όγχος του στερεού 
που βρίσχεται μεταξύ του χωρίου Πι Ξ- [0,2] Χ [0,53], όπου η συνάρτηση είναι θετική, 
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Σχήµα 9.1: Το διπλό ολοχλήρωμα της {ᾳ, 9) Ξ- 3 ισούται µε τον ὀγχο του στερεού πάνω απὀ το 
χωρίο Π-- [0,2] χ [0,5] µείον τον ὀγχο του στερεού χάτω απὀ το χωρίο ΓΠ.-- 10,2] χ [--2,0]. 


χαι του γραφήµατος της {ᾳ, Ψ). µείον τον όγχο του στερεού που βρίσχεται μεταξύ του 
χωρίου Πο -- 10,2] χ|--2, 0], όπου η συνάρτηση είναι αρνητική, Χαι του γραφήµατος της 
Γ{,ν). Δείτε το Σχήµα 9.1. Συχνά, βέβαια, το χωρίο { έχει σχήµα πιο πολύπλοχο 
από αυτό ενός ορθογωνίου. 

Στο αχόλουῦο ὑεώρημα έχουµε συγχεντρώσει μερικές από τις πιο χρήσιμες ιδιότητες 
των διπλών ολοχληρωµάτων. Βεβαιωῦείτε ότι τις βρίσκετε όλες διαισθητικά προφανείς. 


Θεώρημα 9.1. (Ιδιότητες διπλού ολοχληρώματος) Έστω α.ὐ,ςε Εε Κ, συναρτήσεις 
Τ,Φ στο ΧἩ, καιχωρίαπ.,ος ἘχΧχ]ᾖ. Το διπλό ολοκλήρωμα ικανοποιείτις ακόλουδες 
Ιδιότητες: 


1. (Πραμµικότητα Διπλού Ολοκληρώματος) 


πώς ο σου 


2. Αν Τί, 0) σ ο{α. ὴ) παντού στο ΙΑ, τότε 


ᾗ ᾗ ααλς | | σ(α, 9) ἀΑ. 
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ο αν συ Όκα να, εὔτε 


| μαθάας [ο 


4. Αν τα χωρία Ιν και δεν αλληλοκαλύπτονται, εκτός ίσως στα σύνορά τους, τότε 


πα ο ο ο μοι 


ὃν .. ιό ολ . οδι ώ / 
Βννοείται ότι τα άνω ισχύουν αν υπάρχουν όλα τα ολοκληρώματα που εμφανίζονται. 


Θεώρημα 9.2. (Εαρίπ!) 
1. Έστω χωρίο] ς ΕΧχ Ί της µορφής 


Παιν) ιαξαςθ φίατυς φο(α)], 6.19) 


όπουα,ὂ Ελ µεα «ὂ, και οἱ συναρτήσεις Φι(ᾳ), φο(ᾳ) : ία, ϱ) --» Κ είναι συνεχείς 
µε φι(ᾳ) σ Φφο(α) για κάθετα Ε Ἰα. ὐ]. Έστω επίσης Τα, ) συνεχής συνάρτηση 
στο Π. Το διπλό ολοκλήρωμα της } στο [ὶ υπάρχει και µπορεί να υπολογιστεί µέσω 
µιας επαλληλίας απλών ολοκληρωμάτων ως εξής: 


/ ή πο αι - ή ) / . σι ο) τν (95) 


2. Έστω χωρίοίις Χ χΊἘ της µορφής 


ποτ ο ο ο ο ο ο ο... (9.5) 


όπουα,ὐ Ε} µεα «ὂ, και οι συναρτήσεις Φι(1). φο() : ία, δ -» Εξ είναι συνεχείς 
µε φι(υ) « Φο(μ) για κάθεν ε α,θ]. Έστω επίσης Γ(α,ν) συνεχής συνάρτηση 
στο Π. Το διπλό ολοκλήρωμα της } στο Τὶ υπάρχει και µπορεί να υπολογιστεί µέσω 
µιας επαλληλίας απλών ολοκληρωμάτων ως εξής: 


/ / ο - π | / . . ο) η. (0.4) 


Παρατηρήσεις 


1. Το άνω είναι το βασικό εργαλείο για τον υπολογισμό διπλών ολοχληρωμάτων. 
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Σχήµα 9.2: Τα χωρία των δύο περιπτώσεων του Θεωρήματος Εαβίη, 


. Οι δύο µορφές του άνω Ὀεωρήματος είναι εντελώς ανάλογες, µε τις θέσεις των 3,4 
ανεστραμµένες. 


..Ἡ απόδειξη είναι αρχετά σύνῦετη χαι ξεφεύγει από τους στόχους του µαθήµατος. 


». Διαισθητικά, το θεώρημα µας λέει πως για να υπολογίσουμε τον όγχο ενός στερεού 
µε αωθαίρετο σχήµα {το διπλό ολοκλήρωμα) μπορούμε να το χόψουµε σε πολύ 
λεπτές φέτες, να υπολογίσουμε το εμβαδόν χάδε µιας από αυτές (το εσωτεριχό 
ολοκλήρωμα), Χαι µετά να προσθέσουμε τα εµβαδά αφού τα πολλαπλασιάσουμµε µε 
το (πολύ μικρό) πάχος τους (εκτελώντας έτσι την εξωτερική ολοκλήρωση). 


. Συχνά ένα διπλό ολοκλήρωμα µπορεί να υπολογιστεί µε χρήση χαι των δύο μορφών 
του Θεωρήµατος ΕΡαΡ]Π. Σε πολλές περιπτώσεις, όµως, µια µορφή οδηγεί σε πολύ 
απλούστερους υπολογισμούς από την άλλη. 


. Όταν το Β είναι ορθογώνιο, δηλαδή {ξ- ία, | Χ |6, ἅἰ, έχουµε 


ὁ {ρα 
ια αν 
[α.ὔ] χ[εια] ο Ίάα 5, 9) ἀπ) ἂν 


. Σε εξισώσεις όπου εμφανίζεται επαλληλία απλών ολοχληρωµάτων, όπως στις (9.2), 
(9.4), μερικές φορές Όα παραλείπουµε να γράφουμε τις παρενθέσεις που χωρίζουν 
την εσωτερική απὀ την εξωτερική ολοχλήρωση. Θα πρέπει πάντα να είµαστε προ- 
σεχτικοί στην αντιστοίχιση της χάδε μεταβλητής ολοκλήρωσης µε τα σωστά όρια. 
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δ. Συνηδίζεται να γράφουμε και πρ 1,1) ἆπάν αντί για Ες ἄ 1, 1) ἆΑ. Δεν ὃα 


χρησιμοποιήσουμε αυτή τη σύμβαση, για να αποφύγουμε τις παρανοήσεις. 


Παράδειγμα 9.1. Σαν ένα απλό παράδειγµα εφαρµογής του Θεωρήµατος του Ρα ]Π!, 
ὃα υπολογίσουμε το διπλό ολοκλήρωμα τῆς συνάρτησης {ία, 9) -- νυν σε κάθε ένα 
από τα αχόλουῦα χωρία: 


1. Στο ορθογώνιο Ει µε γωνίες τα σηµεία (0. 0). (2.0), (0, 1). και (2, 1). 
2, το τρίγωνο Γω µε γωνίες τα σηµεία (0.0), (0, 1), και (2, 1). 


Ὁ. Στο χωρίο ἴ που περικλείεται από τις ευθείες α -- 0, 4 -- 1. χαι την εξίσωση 
ο τον, 

Σε χάὺδε περίπτωση, το πιο σηµαντικό βήµα είναι να περιγράψουμε το χωρίο όπου ὃα γίνει 

η ολοχλήρωση σε µια από τις µορφές (9.1). (9.9) που ζητά η εχφώνηση του Θεωρήματος 


του Ειβ]ΠΙ. ΄Ίχουμε, κατά περίπτωση: 


1. ῶο χωρίο µπορεί να γραφεί ως 


άρα 
9 1 9 αι 
{αθαα - [ 4 εντ ἐν) "αι ω. ἂν} ἀπ 
Ει 0 ο κ ὃ 
- ο ο ρα --δ 
η τσ ᾳ ) 9 
2. Σε αυτή την περίπτωση, 
α 
-- πο ως τσ συς 
Ιω {ο 9) Οκ 2 σσης1Ι, 


αὖ, 


αρα 


2 1 2 1 λα, 
[ἠαθακ- | (/ εντ ἐν) μαι α. ἂν} ἀπ 
Ρο 0 α/2 0 εκ 

- πα... ας 1 

-- ονοη πε κι ωμμσως ον 
/ ας στ) α. / σ 108 ) ο 

ο 4νΝ2 16ν2 ὃν2 
πο 9 105 0 
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8 ον 8 


Σχήµα 9.5: Τα στερεά του Παραδείγματος 9.1. 
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Σχήµα 9.4: Το χωρίο χαι το στερεό του Παραδείγματος 9.2. 


ὃ. Σε αυτή την περίπτωση, 


βιτ {α) τος ας» νου). 


Ι 


(να 1 π ἅ { ς 8/2 1 α 
μα ο ο πως ο α τ- α μα μή 
0 ὃ  ϐθν2 ο 9 18ν2 

4ν2 ὃ ὂν2 

9 14ν»  ϱ 


/ / ὁ ἳᾖ / / ο. 
Τα χωρία χαι τα αντίστοιχα στερεά έχουν σχεδιαστεί στο διχήµα 9.9. Μπορείτε να 


υπολογίσετε τα άνω ολοχληρώματα αν χρησιμοποιήσετε την δεύτερη µορφή του Θεωρή- 
µατος ΕΙ ΡΙΗΙ: 


Παρατήρηση: Το Θεώρημα του ΕπβίΠΙ µπορεί να εφαρμοστεί ακόµα και αν το διπλό 
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ολοχλήρωμα εἶναι χαταχρηστικό, δηλαδή είναι είτε πάνω σε ένα χωρίο που εχτείνεται 
µέχρι το άπειρο, είτε η ολοχληρωταία συνάρτηση δεν είναι Φραγμένη στο χωρίο ή στο 
ὀριό του. Δείτε το αχόλουῦο παράδειγµα. 

Παράδειγμοι 9.2. Θα υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα της συνάρτησης {ία,) Ξ 
ε-ἲ 3 στο τριγωνικό χωρίο που περικλείεται μεταξύ των ευθειώναΞθχαιν--σ. Το 
χωρίο, χαι το αντίστοιχο στερεό που δημιουργείται, έχουν σχεδιαστεί στο Σιχήµα 9.4. 


Καταρχήν, 
Πιτ {(αιη) 10 ςηςοοθσαςγ]. 


Παρατηρήστε πως χρησιμοποιούμε την δεύτερη µορφή του Θεωρήματος ΕΡαΡΙΠΙ, καθώς 
έτσι καταλήγουμε σε λιγότερες πράξεις. Έχουμε 


μαι) -- { .. ω-{ εἩ (Γεω) ῃ 


-- Ἱ εν [--ε"]ς ἄν -- Ἱ ε (1 -- εν) ἆν 
0 0 
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9.2 ΖΦεύγη Συνεχὼν Τωχοίων Μετοβλητών 


Ορισµός 9.1. Δύο Ί.Μ. καλούνται από κοινού συνεχείς όταν υπάρχει µια συνάρτηση 


Ἰχνίαιν) : ΚΕ κ Κ -- |Ι0,οο), η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, ή 


νά τν ον ο / ος ςδ ό ο /. 
από κοινού πυκνότητα, ή απλώς πυκνότητα, τέτοια ώστε για οποιοδήποτε χωρο π ς 
Κ Χ ΔΝ, να ισχύει ότι 


ΡΙ(ΧΥ)εΕ]-- ᾗ / αγία, ϱ) ἆ. (9.5) 
π 


Παρατηρήσεις 


1. Στην περίπτωση που έχουµε µια Τ.Μ., οι πιθανότητες που την αφορούν υπολογί- 
ζονται µέσω απλών ολοχληρωμάτων τῆς πυχνότητας χαι ισοδυναμούν µε εμβαδά. 
Στην περίπτωση δύο Τ.Μ., οι πιδανότητες υπολογίζονται µέσω διπλών ολοχλη- 
ρωμάτων και επομένως ισοδυναμούν µε όγκους! Έστω, για παράδειγµα, πως µας 
δίνεται η συνάρτηση /{χυ(α,γ) του Σχήµατος 9.5(α). Η πιθανότητα το ζεύγος 
(Κ.Υ) να βρίσχεται σε κάποιο χωρίο {Π ισούται µε τον όγχο του στερεού που ο- 
ριοθετείται από το χωρίο { χαι το γράφηµα της συνάρτησης. Δείτε για παράδειγµα 
το Σχήµα 9.5(1). 


2. την απλούστερη περίπτωση, το χωρίο {[ εἶναι χλειστό χαι φραγµένο, χαι η σι- 
νάρτηση ΓχγΥ είναι ολοκληρώσιµη σε αυτό µε την αυστηρή έννοια του όρου. 


9. Για παράδειγµα, όταν το Β είναι καρτεσιανό γινόμενο της µορφής Π.Ξ- αα, δ] χ[ς, ἆ], 
η (9.5) γίνεται 


[η πμ ἠχνία, ν)άν } απ, 


9.6 
- (1 να, αι αν. ο) 


ο ο 


[α,ῦ]χ[ο,ά] 


Παρατηρήστε ότι το διπλό ολοχλήρωμα έχει γραφεί, µε δύο διαφορετικούς τρόπους, 
ως δύο διαδοχικά απλά, µε χρήση του Θεωρήματος του ΕπωρίΠῇ. 


4. Στην γενικότερη περίπτωση όµως, το ΠΒ µπορεί να µην είναι χλειστό (οπότε λαμβά- 
νουµε το ολοκλήρωμα στην Χλειστότητά του), ή να είναι ένωση διακριτών χωρίων 
(οπότε προσθέτουμε τα αντίστοιχα ολοχληρώματα), ή µπορεί το ολοκλήρωμα να 
υπάρχει µόνο ως χαταχρηστικόὀ. 


Ὁ. Σε χάδε περίπτωση, πρέπει να υπολογίσουμε ένα ή περισσότερα διπλά ολοχληρώ- 
µατα, πάντα µε χρήση του Θεωρήματος του ΕιβΙΠΙ. 
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(9) 


Σχήµα 9.5: (α) Μια απὀ χοινού πυχνότητα πιθανότητας ᾖ[χν(α, τν). () Η πιθανότητα Ρ/(Χ,Υ) εκ] 
το ζεύγος (Χ.Υ) να είναι στο χωρίο ΕΠ δίνεται απὀ τον όγχο του σχιασμένου στερεού που βρίσχεται 
ανάµεσα στο γράφηµα της /χν (3, 3) χαι το ᾖ.. 
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Γακνία,)) -- Γχνσο,φο) 


γο Γ Δυ/2 ο... ον. αρ Αα/2 
νο Δά/2 αρ-- Δα/2 


Σχήµα 9.6: Καθώς τα Αα, Δυ --»0, το στερεό που δημιουργείται ανάµεσα στο γράφηµα της [αν (5, 9) 


/. Δ 4. / / / 
χαι το ορθογώνιο [ο στ αν, πρ -- τ] Χ [ο - ο. 9ο -- .μ| τείνει σε ένα ορὐογώνιο παραλληλεπίπεδο, 


χαι ο όγχος του ισούται, προσεγγιστικά, µε [Γχν(αο, υο ΔΑ. 


6. Αρχετά συχνά, ο υπολογισμός της πιθανότητας µε την µία µέῦοδο του Θεωρήµατος 
του ΕαΡΙΠΙ είναι αρχετά απλούστερος από τον υπολογισμό µε την άλλη µέῦοδο. 


Τ. Διαισθητικά, η από κοινού πυχνότητα στη θέση (10, 40) εκφράζει την πιθανότητα 
το ζεύγος (Χ.Υ) να έχει τιµές «χοντά» στο (20,39). Πράγματι, έστω πως η 
Τα, 9) είναι συνεχής στο (αρ, 90). Τότε 


δν, Λά Δ Δ 
ο ο) 3ο πο.) 
Δα Λώ Δ Δ 
ο ᾱ ία. Υ) 6 αν 9 210 π 9 | 0 σον ]) 
ο { Γχν (πο, ύ0)ἀνάα -- }χγ(αο, /ο)ΔτΔυ. 


[αο-Δσ/2.1ρΓΔα/2)Χχ[υο-γ Δ/2,ηο-ΓΔυ/2] 


όπου το 3 σηµαίνει ότι όταν τα Απ, Δν τείνουν στο ϐ, τότε το πηλίκο των δύο 
σχελών αριστερά χαι δεξιά του 3 τείνει στη µονάδα. Αυτό προχύπτει από µια 
γενίκευση του Θεμελιώδους Θεωρήματος του Ολοκληρωτικού Λογισμού στις 2 
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διαστάσεις, χαι εξηγείται διαισθητικά στο Σχήµα 9.6. Συνεπώς, όσο πιο µεγάλη 
είναι η τιµή τῆς πυχνότητας, τόσο πιο πιθανό είναι το ζεύγος (Χ,Υ}) να βρεθεί 
«κοντά» στο (20, 39). αν και βέβαια η πιθανότητα να πάρει ακριβώς την τιµή (αρ, 90) 
είναι μηδέν. 


δ. Όπως χαι στην περίπτωση τῆς µιας Τ.Μ. 
(α) Αν αλλάξουμε την πυχνότητα σε πεπερασμένο πλήθος σηµείων, δεν αλλάζει 
το ολοχλήρωμά της σε οποιοδήποτε χωρίο. Άρα, ένα ζεύγος Τ.Μ. µπορεί να 


περιγράφεται επαχριβώς, όσον αφορά την πιδανότητα να βρίσκεται σε χάποιο 
χωρίο, απὀ περισσότερες από µια από κοινού πυκνότητες. 

(93 Για ορισµένα περίπλοχα χωρία {ὲ, το ολοχλήρωμα (9.0) δεν ορίζεται, αχόµα 
χαι αν η /χυ εἶναι πολύ απλή, π.χ., σταθερή. Αγνοούμµε το πρόβλημα. 


(Γ΄) Οποιαδήποτε συνάρτηση [χν(α, ) 3 0 έχει ολοκλήρωμα 
/ ἠκν ία, 9) 4 -- η 


ΕΚΧΕ 
µπορεί να Ῥεωρηδεί πυκνότητα ενός ζεύγους Τ.Μ. 


Παράδειγµοι 9.3. (Απλή πυκνότητα πιθανότητας) Έστω πως το ζεύγος (Χ,Υ) έχει 
την από χοινού πυχνότητα πιδανότητας 


1(0 49), Όκακιθσγςι, 
πα. 1) στ / 
0, αλλού, 
η οποία έχει σχεδιαστεί στο Σχήµα 9.1. 
1. Θα υπολογίσουμε την πιθανότητα Ε (ο 


2. Θα υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(0 « 
Καταρχήν, παρατηρούμε πως: 


ν Γκν(α, 9) ἆΑ 


. Η, ώμο, μ. Ανα. ᾗ] Ρα) αλ 


[0,1 κ[θ,1] 


πι ο" 


χ[θ1 


- . ων : ου. Γι ο 
- τρ- τε να] ο ο 
ο. Ἶ αν { (8) σε | π ο. ως 
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φορ φἳ 

φ ο 

ο ο ο ο οσο ος οοοοροροοσρο 

σος ο ος ο σος ο ο ρρωοςς 9 
Φ' “ 


99. 


9 
Φ Φος ο 
ο ο ο ο ορσοῶς 


Σχήµα 9.7: Ἡ πυκνότητα πιθανότητας του Παραδείγματος 9.2. Ἐχτός τωνορίωνθ«ασ],θσυςστ, 
Ἠ πυκνότητα είναι 0, ενώ εντός είναι γραμμική ως προς τα 4, {. 


Στην πρώτη ισότητα χρησιµοποιήσαμε το τελευταίο σχέλος του Θεωρήματος 9.1, και 
στην δεύτερη ισότητα το ότι εχτός του [θ, 1] χΧΙθ, 1] η συνάρτηση είναι 0. Στην τρίτη 
ισότητα χρησιµοποιήσαµε την γραμμικότητα του διπλού ολοχληρώματος, σύµφωνα µε το 
Θεώρημα 9.1. Ἄτην δεύτερη, εφαρµόσαµε το Θεώρημα του ΕπΡΙΠΙ για κάθε ολοχλήρωμα, 
βγάζοντας έξω από χάὺθε εσωτερικό ολοχλήρωμα συντελεστές που δεν εξαρτώνται από 
την εσωτεριχή μεταβλητή ολοχλήρωσης. Το τελικό αποτέλεσµα αναμενόταν. 


Στην πρὠτη περίπτωση, το χωρίο είναι το 


χαι έχουµε: 


| 
-. 
σαι, 
ορ 
-- 
οκ. 
«κ. 
ω., 
τα 
| 
ο 
ο 
-- 
σος 
ῶ. 
ας» 
ων 
ο. 


| 
τος, 
Ὀν 
λω] 
ας 
κα 
λω] 
ω[ 
νο 
ο ο 
ῶ. 
δὴ 
| 
παρα 
Ὀν. 
ο»| 5 
-- 
Ον | 
. 
δὴ 
| 
ος 
νο” 
αν. 
ο| 5 
ῶ. 
δὴ 
| 
οοι 
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2 ο : ο μα. αν 
1. ο. Ξ ρα ο δω. : ης 
-. 1 λα - εν 5 πλ. Ξ ον - 
ο : μμ Β ου. νι 

σος ο. - ος Ξ ως : 

0.5 ας Ξ λλλγι Ξ λος 
οσμμο . κ ο) Ξ . 

πο, πο) λα : κ... 5 

ος. . ο ο 


2 .”.- αι, οσα 
ὃν πρι - ορ Ξ 
ἂν. 1 μα. στ, Ξ .- 5 
ο Ξ ο. παρ 
0.5 ή..." δις : λις 
: ας ας. Ξ λλας 
ο] 1.’ λα ο 
0 λλες .... πάγο ως 


Σχήµα 9.8: Οι όγχοι των στερεών ισούνται µε τις πιθανότητες ΓΡ (0 εκ«χς« . Οθ«Υ« 3) χαι Ρί(Χ « 
Υ) του Παραδείγματος 9.3. 
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Παρατηρήστε ότι εδώ επιλέξαμε να µην χρησιμοποιήσουμε την γραμμιχκότητα του Ο0λο- 
χληρώματος, χαι έτσι εφαρµόσαμε το Θεώρημα του ΕπΡΙΠΙ µια φορά. Το στερεό του 
οποίου τον όγχο υπολογίσαμε έχει σχεδιαστεί στο Σχήµα 9.8. 

Στην δεύτερη περίπτωση, το χωρίο έχει τριγωνικό σχήμα, εχτείνεται στο άπειρο, χαι 
µπορεί να περιγραφεί ως 

κ μα ο κ κνσης, 

Όμως, όπως χαι στην προηγούµενη περίπτωση, η συνάρτηση είναι μηδενική εχτός του 
τετραγώνου [0,1 Χ |0,1], άρα τελικά αρχεί να ολοκληρώσουμε στην τομή των δύο 
χωριών, που περιγράφεται ως 


Πο τ- ίαιν) θσφσ] θσςασςγ). 


Κατά τα γνωστά από το Θεώρημα ΕπωβΙΠΙ, έχουµε: 
: ο ο, π) : (η 4 γαλ) 
στ -- ---- ας) αι ᾗ / σε.) απ | ἄν 

/ ͵ ς 3 ο Ἰωο κ ὃ 
ο 9 2 1 1 

πο πἩ ως αι 3γ ὅ 

--- Έτ] αν --ς αν -- τ ἄν -- --. 
ντ) ωττ ἁττώώτς 


Το στερεό του οποίου τον όγχο υπολογίσαµε φαίνεται σχιασµένο στο Σχήµα 9.6. 


Ρ(Χ «Υ) 


Ποράδειγµοι 9.4. (Πυκνότητα πιθανότητας που εκτείνεται στο άπειρο) Έστω πως το 
ζεύγος (Χ. Υ) έχει την από χοινού πυκνότητα πιθανότητας 


Γον) σε Ν, «6 Β, 
η οποία έχει σχεδιαστεί στο Σχήµα 9.9. Όπως χαι στο προηγούμενο παράδειγµα, 
1. Θα υπολογίσουμε την πιδανότητα (0 κκ ας 3, κος 3). 
2. Θα υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(0« Χ «Υ). 


Καταρχήν, παρατηρούμε πως: 


ιο) ιο) 1 
/ ο αι ) / ος. ν) Ἡ 
ΕχΕ κ υδ 
ιο) 1 ο) ος 
/  .ἱ (/ ον] ω) α- | ο) απ -- 1. 


Στην τρίτη ισότητα χρησιµοποιήσαμε το ότι 


| ε- ο) αν -- "/ εναν 2[--ετ]ς», (9.7) 


0 


200 ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο.  ΖΕΥΓΗ ΣΥΝΕΧΩΝ ΤΥΧΑΓΟΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 


υ -2 αὖ, κά 


Σχήµα 9.9: Η πυχνότητα πιθανότητας του Παραδείγματος 9.4. Ἡ πυχνότητα είναι θετική παντού στο 
κκ. 


ενώ στην τέταρτη ισότητα το ότι 
Ἡ ε- τμ] ἆτ -- . ο [ες ει (9.8) 
-οο 0 


Το τελικό αποτέλεσµα αναμενόταν, χαθώς Ἡ πιθανότητα να πάρει το ζεύγος (Χ,Υ) 
οποιαδήποτε τιµή πρέπει να είναι µονάδα. Στην πρώτη περίπτωση, το χωρίο εἶναι το 


1 1 
Βιτ {α)τοκα σσ οκν σσ]. 


χαι έχουµε: 


κους αι 
2ο { ο-λν ο. 
- πι ς )α- ᾖ / ὦ αυ α- | . [ ετὰ απ 
2 0 0 2 ο. 2 0 
[0,5] Χ[θ,5] 
21 ι 21 Γ-- ο [ 
Ξξξ ο πα. ος α- | αι (α-ε) απ -- ο ε-Ἡ στ 
ο 2 ο 2 2 0 
1 


| 
Εν 
| 
. 
μ-- 
[πι αντ 
Ε-- 
Ἱ 
νω] 
δ 
σσ | 
η 
| 
| 
---- 
Εν 
| 
αυ 
η 
ν- 
---- 
Γ-- 
] 
ων 
ος 
ου] 
ν- 
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Το στερεό του οποίου τον όγχο υπολογίσαµε έχει σχεδιαστεί στο Σιχήµα 9.10. 
Στην δεύτερη περίπτωση, το χωρίο µπορεί να περιγραφεί ως εξής: 
Πο -- {(α,) 10 «/ςοοθσασςγ], 


Κατά τα γνωστά από το Θεώρημα ΕπωβίΠΙ, έχουµε: 
ο. η -2η:-- ος -- . λα 
6 πα αμ - κο ο “ατ]αυ 
0 ο 2 ο 2 0 
οο 1 η ψ 0ο Ἱ 1 
ο αυ -- | -ε εξ --- ο αυ 
/ 2 | 2 0 ο. 2 ᾿ 


9ο {1 ἳ 1 ως αν ᾱ- 
ροή νι σος 5 ρἩ ποστ ων 
/ (ρ ο ) Ὁ | ο ο ' 4 6 1 


Το στερεό του οποίου τον όγκο υπολογίσαµε φαίνεται σκιασµένο στο Σ;χήµα 9.10. 


κκ «ος ο 


Λήμμοαι 9.1. (Βασικές ιδιότητες της από κοινού πυκνότητας) Ίιστω από κοινού συνε- 
χείς Τ.Μ. µε από κοινού πυκνότητα χν(α, η). Ισχύουν τα ακόλουδα: 


. 19 -ι, 


κχΕ 


2. Το ορθογώνιο χωρίο Β µεπλευρέ σ--α,τῦθ,ν--ο,ί--α, όπουα -ὃ,ος άἆ, 
έχει πιθανότητα 


ἡ μς Ίχν(α, ν)άν } ἄτ, 


Ρ((Χ.Υ) εκ) - / }χν(α,ν) ἀΑ -- β (0 ἔκνία, αι ἄν. 


[α,δ] χ[σ,α] 
ανεξάρτητα από το αν και πόσα από τα οριακά του σηµεία ανήκουν σε αυτό ή όχι. 
ὃ. Ρ(Χ Ξξα,Υ Ξ0)Ξ0 για οποιοδήποτε ζεύγος α͵ὐ ε Ἱ. 


4. Η Χ είναι συνεχής µε πυκνότητα 
Γαχ(2) τε ᾖ Γχν(α, 4) ἆψ. (9.9) 
ὅ. Η Υ είναι συνεχής µε πυκνότητα 


Ἱ.- ι ο... (9.10) 


2022 ΚΕΦΑΛΑΙΟ Ο.  ΖΕΥΓΗ ΣΥΝΕΧΩΝ ΤΥΧΑΓΟΝ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ 


Σχήµα 9.10: Οι όγκοι των στερεών ισούνται µε τις πιθανότητες Ρ(0 ἵκχ« 5, Οθ«Υ« 3) χαι 
Ρ(Χ «Υ) του Παραδείγματος 9.3. 
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Απόδειξη. 1. Προκύπτει από το γεγονός ότι η πιθανότητα να πάρει το ζεύγος (Χ,Υ) 
οποιαδήποτε τιµή, που ισούται µε το δοσμένο ολοκλήρωμα, πρέπει να είναι µονάδα. 


2. Προχύπτει από τον ορισμό (9.5). 
9. Προχύπτει από τον ορισμό (9.5). 


4. Παρατηρήστε πως, για οποιοδήποτε Ας Κ. 


Ρ(ΧΕΑ)ΞΡ(ίΧΕΑ,ΟΥ ΕεΝΡΒ)Ξ / Ίχν(α. ν) ἆ 
ΑΧΕ 


ο... .. . Άν.) ἄν} ἂν 


Άρα, βρήκαμε µια συνάρτηση /χί(α Ἕλ Ίχν(α,ν) ἄν η οποία λαμβάνει µη 


αρνητικές τιµές χαι η οποία ο έχει την ιδιότητα, για οποιοδήποτε Ας Χ. 


Ρ(Χ ΕΛ) -- [κ ὥ 


Άρα εξ ορισμού των συνεχών Τ.Μ., η ἅ εἶναι συνεχής, µε πυχνότητα που δίνεται 
από την (9.9). 


ὅ. Ηροχύπτει εντελώς ανάλογα µε την προηγούµενη περίπτωση. 


Ορισµός 9.2. Αν οι Χ, Υ είναι από κοινού συνεχείς, οι πυκνότητές τους [χ(ᾳ), ᾗν (1) 
καλούνται περιθδώριες πυκνότητες πιθανότητας. 


Παράδειγμα 9.5. Θα υπολογίσουμε τις περιδώριες πυχνότητες του Παραδείγμα- 
τος 9.4. Με εφαρµογή των (9.9), (9.10), έχουµε: 


οο ρ--2]α]--|μ δα] ϱοο 
Γκ (2) Ξ/ --- ος Ὀ / ο αι εσας αεβ, 


ο-]νὶ 


οο ᾳ--δ]α]-]ψ] ”...- 
ρω- | ποσο ας το ον τω 


Στις άνω, χρησιµοποιήσαμε τις (9.7), (9.8). Η περίπτωση αυτή είναι αρχετά απλή, γιατί 
η από κοινού πυκνότητα δεν είναι χλαδική, Χάτι που δεν συμβαίνει συχνά. Δείτε το 
αχόλουῦο παράδειγµα για µια χάπως πιο σύνθετη περίπτωση. 
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α 
πω 
θ«υνςτ1 
απ 
-ῦθ 
σςῦθ θα ας Ἱ μα] 


Σχήµα 9.11: Παράδειγμα 9.6: Ἡ απὀ κοινού πυχνότητα είναι µη μηδενική στο χωρίο { -- [0,1 χ 
[0,1]. Για να υπολογίσουμε τις περιδώριες πυκνότητες Γχ(α), }ν(ω), πρέπει να ολοχληρώσουμε την 
από κοινού κατά µήχος ευθειών χαθέτων ή οριζοντίων (αντίστοιχα), έχοντας την μεταβλητή που δεν 
ολοχληρώνεται, 4 ή 9 αντίστοιχα, ως µια παράµετρο που Όα επηρεάσει την τιµή του ολοχληρώματος 
µέσω τῆς θέσης της ευθείας. 


Παράδειγμα 9.6. Θα υπολογίσουμε τις περιδώριες πυκνότητες του Παραδείγμα- 
τος 9.9. Για να υπολογίσουμε την /χ(αᾳ), παρατηρούμε πωςανα «θήτᾳ ὸ 1, τότε 
προχύπτει ότι [χ(α) Ξ- 0. Πράγματι, σε αυτή την περίπτωση η /χ(4) ισούται µε το 
ολοχλήρωμα µιας συνάρτησης που είναι παντού. Ανθ «ασ ς« 1, τότε 


οο 1 
Γχ(α) - / μανία) - | (κ) “Ἡ 
21 


τς .. εξ ὡς ο) μμ) 
ο ο | 


Δείτε το Σιχήµα 9.11 για τις τρεις περιπτώσεις. Συγχεντρωτικά: 


μμ] -- ναι Ά), ᾳε[θ, 1], 


0, σ ἅ [0,1]. 
Παρομοίως, 
π(4ν εν νε [θ,Ἁ, 
-- 
αμ ι μα [6,1]. 


9. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙΣΎΥΝΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 2050 


.ὸ Μέση Τιμή και Συνδιοχύμανση 
Λήμμα 9.2. (Μέση τιµή συνάρτησης δύο Τ.Μ.) Έστω δύο συνεχείς Τ.Μ. Χ, Υ, µε 
από κοινού πυκνότητα πιθανότητας [χν(α, 1). 

1. Έστω Τ.Μ. Ζ-Ξ- ο(Χ,Υ). Η µέση τιµή τῆς ισούται µε 


ο ο ο μμ ο. 


ΚΧΕ 
2. Ε{αΧ -ΕΡΥ -Γο)ξαξ(Χ) -ΓΡΕ(Υ)--ο 
ὃ. Πιο γενικά, αν έχουµε Κ Τ.Μ. Ζιξ οι(Χ,Υ), ΚΞ1,..., , τότε 


ιο κα ρ] τει ὃ Ε(α(Χ, πλ. 
κ] ΚΞΞ1 


Απόδειξη. 1. Ἡ απόδειξη είναι πολύπλοχη χαι παραλείπεται. 
2. Παρατηρούμε πως: 
Ε(αΧ -Ε ῦΥ -ε ο) 
που 


ο | / ολκγ(αια) ἀπάνεὖ [ / υ)χν(α,ν) ἀπάν 
κ ή Γχν(α,ν) ἆπάν 


. πι Ὁ ο. Ὁ ἂμ χο 


-- ο 


ο ος 


Ξ αΕ(Χ)-ΕΡΕ(Υ) Κο 


Στην πρώτη ισότητα χρησιµοποιήσαμµε το πρώτο σχέλος. Στην δεύτερη, τη γραμ- 
µικότητα του διπλού ολοκληρώματος. Στην τρίτη, το ότι το ολοκλήρωμα της από 
χοινού πυκνότητας σε όλο το επίπεδο πρέπει να ισούται µε µονάδα. Στην τέταρτη, 
τις (9.9) και (9.10). Στην πέμπτη, τον ορισμό της µέσης τιµής για τις συναρτήσεις 
µίας μεταβλητής. ΠΗαρατηρήστε ότι η ιδιότητα ὃα μπορούσε εναλλακτικά να είχε 
δειχδεί αν επικαλούµασταν το πρώτο σχέλος στο τέλος της δεύτερης ισότητας. 
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Ε (αρ) - / . / Ἱ κα ") ἔκν(α, Ἠ) ἀπάν 
. / ο Υ) [χν(α, ) ἀπάν 


} ᾿Ε(α{Χ,Υ)). 


κΞ1 


Στην δεύτερη ισότητα, χρησιµοποιήσαµε την γραμμµικότητα του διπλού ολοχληρώ- 
µατος. Στην τρίτη, το πρώτο σχέλος. 


Παρατήρηση: Το λήμμα µας επιτρέπει να υπολογίσουμε µέσες τιµές τυχαίων µετα- 
βλητών µε πολύ λιγότερο χόπο σε σχέση µε την περίπτωση που χρησιμοποιούσαµε τον 
ορισμό της µέσης τιμής. Δείτε το αχόλουῦο παράδειγµα. 


Παράδειγμα 9.Τ. Γιατις Τ.Μ. Χ, Υ του Παραδείγματος 9.2 έχουµε 


οο οο 1 1 1 

ή / οψ/χγ (αγ) ἀνάν--ς Ἰ ( / σε. 4)άν) αα 
--οο 6 --οο 0 0 

ο ο ο. πλ. 4π 

ο. α αν} απ -- ο ην 
ας ὁ ον «ού) 9) α-τ[ να) α 

-α αἳ 2) 1 ο. 

πο ο ο να ο ο. 


Χωρίς χρήση του άνω λήμματος, για να υπολογίσουμε την µέση τιµή Ε(2) της Τ.Μ. 
Ζ Ξ ΧΥ, ὃα έπρεπε 


Ι 


Ε(ΧΥ) 


1. να υπολογίσουμε την κατανομή Ε7(2) Ξ- Ρ(Ζ «2) Ξ- Ρ(ΧΥ -«2), µέσω του 
διπλού ολοκληρώματος 


αοδαα ή Ίχν(α,ν) αΑ - / (τ ει 3) ἆΑ. 


ποστς πυς2, θσας1 


2. να υπολογίσουμε την πυκνότητα της Ζ, µε χρήση της σχέσης 22) - Ε2(2). και 
3. κατόπιν να εφαρμόσουμε τον ορισμό της µέσης τιµής Ε(2) -- [5 2(1) ἆλ. 


Η διαδικασία Όα ήταν πολύ πιο µαχροσχελής (ιδιαίτερα το πρώτο βήμα). 


9. ΜΕΣΗ ΤΙΜΗ ΚΑΙΣΎΥΝΔΙΑΚΥΜΑΝΣΗ 22ή 


Ορισµός 9.3. Η συνδιακύµανση ΟΟΝ(Χ. Υ) µεταξύ δύο συνεχών Τ.Μ. Χ.Υ ορί 
ζεται ως: 


οον(Σ,Υ) 3 Ε[(Χ -Ε(Χ)(Υ - ΕΥ). 


Παρατήρηση: Μια πρώτη διαισθητική ερμηνεία της συνδιαχύµανσης είναι πως, ὁ- 
ταν ΟΟΝ(Χ,Υ) 3Σ 0, τότε οι δύο Τ.Μ. Χ,Υ τείνουν να παίρνουν χαι οἱ δύο ταυ- 
τόχρονα «μεγάλες» τιµές, ή χαι οι δύο ταυτόχρονα «μικρές» τιµές. Αντίστοιχα, όταν 
σΟΝ(Χ,Υ) «0, τότε όταν η µία Τ.Μ. παίρνει µεγάλες τιµές η άλλη τείνει να παίρ- 
γει µιχρές τιµές. Άρα η συνδιακύµανση ΟΟΝ(Χ.Υ) παρέχει µια πρώτη ένδειξη για τη 
σχέση ανάµεσα στις Χ.Υ.. 


Λήμμα 9.9. (Ιδιότητες συνδιακύμανσης) Έστω Χ,Υ συνεχείς Τ.Μ. 
Γεον το να. 
ο τος ο ο, 
ὦ, 
σον(Χ.Υ)ΞΕ(ΧΥ) - Ε(Χ)Ε(Υ). (9.11) 
ΥΝΑΠ(Χ ΕΥ)ΞΝΑΗΠ(Χ)ΓΝΑΠ(Υ)Ε20Ον(Χ,Υ). (9.12) 


Απόδειξη. Ἡ απόδειξη είναι ίδια µε την απόδειξη για την διαχριτή περίπτωση, Χαι συνεπώς 
παραλείπεται. 


Παράδειγμα 9.8. Γιατις Τ.Μ. Χ., Υ του Παραδείγματος 9.2 έχουµε, χρησιμοποιών- 
τας τις περιθώριες πυχνότητες που βρήχαµε στο Παράδειγμα 9.6: 


ν ..ν {ο αλλ) ο. Ἱ.. 
(Χ) ή αΓχ(α) ἆπ / σα τ }άπ / ( ο ος τ) απ οἩ- . 


π οὉ 


Παρομοίως, 


ΕΕ) 


οο 1 
| να - | να Αν. 1)αν 


.. ο σος τ 4 1 
ο ο ον ο ασ. ο οτι 


Τέλος, στο Παράδειγμα 9.7 βρήχαµε πως Ε(ΧΥ) - 


ΟΟν(Χ,Υ) - Ε(ΧΥ)- ΕΕ) - 
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.4 Ανεξάρτητες Σωνεχείς Τυχαίες Μεταβλητές 


Ορισµός 9.4. (Ζεύγη ανεξάρτητων συνεχών Τ.Μ.) Δύο συνεχείς Τ.Μ. Χ, Υ κα- 


λούνται ανεξάρτητες αν για οποιαδήποτε υποσύνολα Α, 86 Κ ισχύει 


Ρ(ίΧΕΑΥ ΕΒ)Ξ ΡίΧ ε Α)Ρ(Υ εβΒ). ος 


Παρατήρηση: Όπως χαι στην περίπτωση των διακριτών Τ.Μ., δύο Τ.Μ. είναι ανε- 
ξάρτητες αν δύο οποιαδήποτε ενδεχόµενα που αφορούν το χαθένα αποκλειστικά τη µία 
από τις δύο Τ.Μ. είναι ανεξάρτητα. Η ανεξαρτησία λοιπόν Χαι των συνεχών Τ.Μ. είναι 
άµεσα σχετισµένη µε την ανεξαρτησία των ενδεχόμενων. 
Λήμμα 9.4. (Κριτήριο ανεξαρτησίας Τ.Μ.) 

1. Δύο συνεχείς Ί. Μ. Χ, Υ, µε από κοινού πυκνότητα [χγ(α,ὴ) και περιθώριες 


πυκνότητες [χ(α), [ν (η) είναι ανεξάρτητες αν 


Ἱκνία, ν) Ξ Γχ(α) νο), σαν εκ. (9.14) 


2. Αν δύο Τ.Μ. Χ, Υ, µε πυκνότητες, αντιστοίως, [χ(α), [ν(υ), είναι ανεξάρτη- 
τες, τότε μπορούμε να Ὀέσουμε ως από κοινού πυκνότητά τους την χν(α,ν) Ξ 


Γχ(ο){ν(ᾳ). 


Απόδειξη. Θα αποδείξουµε µόνο το πρώτο σχέλος. Έστω πως ισχύει η (9.14) και έστω 
δύο ενδεχόμενα Α, 86 Κ. Παρατηρούμε πως 


ΡΙΧΕΑΙΥ ΕΒ) -- Ἰ Ανα αλ”. { [αν ) ἂν 


ΑΧ 


πυ ος 


ή {ν (0) ω) αν κ (α) αι) ΞΡ(Χ εΑ)Ρ({ ε β). 


Η δεύτερη ισότητα προέχυψε από εφαρμογή του Θεωρήματος του Ειβίπϊ (σε µια πιο 
γενική µορφή από αυτή που έχουµε δει) χαι την υπόθεση, ενώ η τρίτη χαι η τέταρτη 


Ι 


Ι 


βγάζοντας σταθερές εχτός ολοχληρωμάτων. 


Παρατήρηση: Μπορεί δύο Ἑ.Μ. να είναι ανεξάρτητες χωρίς η από χοινού τους 
πυχνότητα να ικανοποιεί την (9.14). Για να καταλάβετε γιατί, σκεφτείτε ως εξής: Έστω 
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δύο Τ.Μ. Χ, Υ΄ για τις οποίες η (9.14) ικανοποιείται, οπότε οι Τ.Μ. είναι ανεξάρτητες. 
Αν αλλάξουμε την από χοινού πυχνότητα σε ένα µόνο σηµείο, τότε το Χριτήριο δεν 
ικανοποιείται πλέον, όµως οι Χ, Υ συνεχίζουν να είναι ανεξάρτητες, αφού η αλλαγή 
της απὀ χοινού πυχνότητας σε ένα σηµείο δεν µπορεί να επηρεάσει τον υπολογισμό 
του ολοκληρώματος της σε χανένα σύνολο, άρα χαι τις τιµές των πιθανοτήτων που 
εμφανίζονται στα δύο σχέλη της (9.13). 


Παράδειγμα 9.9. Θα εξετάσουμε κατά πόσον οι ἄ., Υ του Παραδείγματος 9.ὸ είναι 
ανεξάρτητες. Παρατηρούμε χαταρχήν, πως υπάρχουν ζεύγη τιµών των ὤ, 4 για τα οποία 
δεν ισχύει η (9.14) (µπορείτε να βρείτε µεριχκά;). Άρα, δεν μπορούμε να χρησιµοποιή- 
σουµε το Λήμμα 9.4. 

Παρατηρούμε επίσης πως η συνδιαχύμανση, που έχουµε υπολογίσει στο Παράδειγμα 
9.8, δεν εἶναι μηδενική, άρα από το άνω λήμμα προχύπτει πως οι Χ, Υ δεν µπορεί να 
είναι ανεξάρτητες. 

Εναλλακτικά, Όα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε τις περιθώριες πυκνότητες των 


Χ, Υ, που έχουν βρεὺεί στο Παράδειγμα 9.6, ως εξής: 


1 59 9 [12 ει ος. ΠΙ ς 
ε 5) μα στα ΕΕ] Ἰο] 


51 1 ο Ἡ 
(4 1) απ -- του” ες ο 
[πάν ει 3 ον) Ἔγ]ο ας : 3 


κ. 
πι Ν 
-- 
ΙΛ 
ἃς 
ΙΛ 
ο 
πάς, 
Ι 


1 1 5 Ἡ Ἱ Ι 
Ἱα κ κανα. καν να Ξς ο. ων ορ μος Απο ς η] 


Π τιµή της πιδανότητας Ε (0 κο ανα 0 των Ὡς 3) έχει υπολογιστεί στο Π]αράδειγ- 
μα 9.2. Ἆρα, από τον ορισμό της ανεξαρτησίας προκύπτει ότι οι ἅ, Υ δεν είναι ανεξάρ- 


τητες, αφού δεν ισχύει η (9.19) για Α-- 8 - ο, Σ]. 


Παράδειγμα 9.10. Οι Χ, Υ του Παραδείγματος 9.4, των οποίων οι περιθδώριες 
πυχνότητες έχουν υπολογιστεί στο Παράδειγμα 9.5, είναι ανεξάρτητες, αφού ικανοποιούν 


την (9.14). 


Λήμμα 9.5. (Ιδιότητες ανεξάρτητων συνεχών Τ.Μ.) Έστω Χ.Υ ανεξάρτητες συνε- 
χείς Τ.Μ. 


1. Έστω συναρτήσειςο: Κ -»Ἱ, και: -»]. Θα ισχύει 
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Βηδική περίπτωση της άνω είναι η 
ο χν- Ε ΜΝ]. 


29. ΟΟΝ(Χ.Υ)-.ο. 
3. ΝΑΗ(Χ --Υ) -- νΑΕ(Χ)-Ε ΝΑΗ(Υ.. 


Απόδειξη. 1. Εφαρμόζοντας το Λήμμα 9.2 έχουµε: 


/ /α ϱ) [εν (α, 9) ἀπά! 
α / -α (α) Αν (9) ἀνάν 
(θα ώς. 


Π δεύτερη ισότητα προχύπτει από την υπόῦεση τῆς ανεξαρτησίας. Ἡ τρίτη βγά- 


Ε(4(Χ)Η)) 


Ι 


Ι 


Ι 


ζοντας σταθερές έξω από ολοχληρώματα. 
2, Προκύπτει άµεσα από το προηγούμενα σχέλος χαι την εφαρµογή της (9.11). 


9. Προκύπτει άµεσα από το προηγούμενο σκέλος και την εφαρµογή της (9.12). 


Ορισµός 9.5. (Ασυσχέτιστες Τ.Μ.) Δύο συνεχείς Τ.Μ. Χ,Υ, είναι ασυσχέτιστες 
αν η συνδιακύµανσή τους ΟΟΝ(Χ,Υ) είναι μηδενική, δηλαδή ΟΟΝ(Χ,Υ}0. 


Παρατήρηση: Μπορεί να δειχτεί ότι δύο ασυσχέτιστες Τ.Μ. µπορεί να µην είναι 
ανεξάρτητες, όπως χαι στη διακριτή περίπτωση. 
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9.6  Παραδείγµατοι 


Παράδειγμα 9.11. ο Σταύρος χαι ο Γιάννης έχουν δώσει ραντεβού σε ένα µπαρ, 
για τις 09:00 π.μ. Ἐϊστω Χ, Υ οι χρόνοι καδυστέρησής τους, σε ώρες. Υποδέτουμε 
ότι οι Τ.Μ. Χ, Υ είναι ανεξάρτητες η µια από την άλλη, Χαι επιπλέον είναι ομοιόμορφα 
χατανεμηµένες από το 0 ως το 1. Θα απαντήσουµε τα αχόλουδα ερωτήματα: 


1. Ποια είναι η πιδανότητα η διαφορά στους χρόνους αφίξεων σε απόλυτη τιµή, δηλαδή 
το |Χ -- Υ], να είναι κάτω από 0.5 ώρες; 

2. Πόση είναι η µέση τιµή της διαφοράς των χρόνων άφιξης σε απόλυτη τιµή; Με 
άλλα λόγια, χατά µέσο όρο πόσο Όα περιμένει ο πρὠτος που ὃα έρὺει τον δεύτερο; 


9. Για να τους αποτρέπει να αργούν, ο µπάρµαν τους χρεώνει στο λογαριασμό, εχτός 
από τα ποτά, χαι ένα χόστος 20Χ -- 10Υ΄ Μυρὠ. Κατά µέσο όρο, πόσο πληρώνουν 
χάδε φορά στον µπάρµαν λόγω της χαθυστέρησής τους; 


4. Ί]οια είναι η πιδανότητα να πληρώσουν πάνω από 20 Βυρώ κόστος καδυστέρησης; 
ὃ, Πόση είναι η συνδιαχκύµανση ΟΟΝ(Χ.Υ); 


Για να απαντήσουμε τα ερωτήµατα, παρατηρούμε χαταρχήν πως οι περιθδώριες χατα- 


αν Φειοα, . Ι. νε. 
κ - [ο ο... . να 0, Η, 


χαι χρησιμοποιώντας την υπόῦεση της ανεξαρτησίας μπορούμε να βρούμε την από χοινού 


νοµές είναι οι 


πυκνότητα: 
Ἱ συ) επ η ΣΙ, 
0, (α,ν) σ]θια) Χ]θ,1. 


Έχοντας την από χοινού κατανομή, μπορούμε να απαντήσουμε τα άνω ερωτήματα: 


Ρχ-νικσ)- ο ας: µ Γ41Α. 


(α--μ] «1/2 ἱα--ν|-1/2, 0 «σης 


}χνί(α,ν) -- καν) - 


Στη δεύτερη ισότητα λάβαμε υπ΄ όψιν ότι η ολοχληρωτέα συνάρτηση είναι μηδέν 
εχτός του τετραγώνου [0,1] Χ [0,1], και ίση µε τη µονάδα εντός. Το χωρίο Α - 
{(αιν) τπτ] 20 αι 1} έχει σχεδιαστεί στο Σχήµα 9.12. Ἐπειδή 
η ολοχληρωτέα συνάρτηση ισούται µε τη µονάδα, το ολοχλήρωμα ισούται µε το 
εμβαδόν του Α, που είναι 1, Άρα, µε πιθανότητα ἵ η αναμονή του πρώτου για την 
άφιξη του δεύτερου δεν Όα ξεπεράσει την µισή ώρα. 
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2. Κατά τα γνωστά από τη δεωρία, 


ΕΙΧ-Υ) 


|. μα --ἑχν(α,ν) ἆλ -- ..α [π -- ή] ἆβ 
μι ο ϱ-Ἡ- 


ος κ Ιλ ο κκ μα 


όπου 


το πρώτο εχ των άνω ολοχληρωμάτων υπολογίζεται ως εξής: 


υ Ὁ -- ἳ .Ὁ -. ο. 


τον 11 
κα τό 1 
| ” 6] 6 


Το δεύτερο ολοκλήρωμα µπορεί να υπολογιστεί παρόμοια, ή εναλλακτικά παρατη- 
ρούµε πως λόγω συμμετρίας πρέπει αν ισούται µε το πρώτο. Τελικά, 


1 


ΕΙΧ-Υ)--ς. 


/ - ή /. Γὰ / 
Π µέση τιµή του κόστους εἶναι εύκολο να υπολογιστεί: 


1 1 
Ε(Ζ) -- ΕΟΧ ΓΙΟΥ) -20Ε(1) ΕΙΟΡϱ) -20χ 5 εΊθχ 5-15. 


. Ὑπολογίζουμε την πιθανότητα Ρ(Ζ } 20) ως εξής: 


Ρ(Ζ » 20) -- Ρ(ΡΟΧ-Γ ΙΟΥ 5 20)-- Ρ(2Χ-ΕΥ 5 2) 
) Γχν(α, )) ἆΑ -- / 144. 


24432 21452, θσα 1 


Και το χωρίο 6 Ξ (αν) 12η) ὸ2 θσς τς 1} εμφανίζεται σκιασµένο 
στο Σχήµα 9.12. Το εμβαδόν του είναι 3, άρα, επειδή η πυχνότητα είναι σταθερή 
χαι ίση µε τη µονάδα, έχουµε Ρ(Ζ 5 20) - 2, 


ὃ, Αφού οι Χ.Υ είναι ανεξάρτητες, η συνδιακύµανση ΟΟΝ(Χ.Υ)Ξ0. 
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0 1/2 ] 


0 1/2 ] 


Σχήµα 9.12: Τα χωρία του Παραδείγματος 9.11. Ἡ απὀ χοινού πυκνότητα είναι µονάδα εντός του 
τετραγώνου Γι {ίαιν): θσ σπιν « 1}, και μηδενική εχτός. 
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Παράδειγμα 9.12. Έστω τώρα πως ο Σταύρος χαι ο Γιάννης φτάνουν σε τυχαίους 
χρόνους Χ χαι Υ΄ αντίστοιχα, για τους οποίους γνωρίζουμε ότι η από χοινού πυχνότητα 
πιδανότητας είναι η 


ν -)ν (9) ε{θ, Ἡ κ {, 1, 
Γχν(α,ϱ) Ξ 
0, (α,ν) σα 1θ1] χΙθ,1]. 
Θα απαντήσουμε τα ακχόλουδα ερωτήματα: 

1. Ποια είναι η τιµή της σταδεράς ο 

2. Ποιες είναι οι περιθώριες πυχνότητες των ἅ, Υ; 

Ὁ. Ἠίναι οι Τ.Μ. Χ, Υ΄ ανεξάρτητες; 

4. Πόση είναι η συνδιακύµανση ΟΟΝ(Χ,Υ): 

ὅ, Πόση είναι η πιθανότητα Ρ(Χ «Υ): 
Έχουμε: 


1. Θα χρησιμοποιήσουμε το γεγονός ότι το ολοκλήρωμα της πυχνότητας σε όλο το 
επίπεδο πρέπει να ισούται µε τη µονάδα. Έχουμε 


πι Ὁ η 


/ ῥκν(α, ὴ) ἆΑ 


ΚχΧΕ 


| 
δν 
σσ, 
παν 
| 
κα 
ππο συ 
σα 
δν 
ο, 
δν 
πο. 
θ, 
ας 


Χ ών 
πο ο οἱ 


| 
Ωω 
πο συ 
κος 
δ 
ον, 
ος 
-- 
πο σν 
σος, 
οσα 
| 
κ 
ον, 
κα 
ο το 
| 


συνεπώς πρέπει ο-- 4. Ἡ πυκνότητα έχει σχεδιαστεί στο Σιχήµα 9.19. 


2. Κατά τα γνωστά από τη δεωρία, 


κα) - /- }χν(α, 9) ἀν. 


Προφανώς όταν  ὸ 1 ή α «0, το άνω ολοκλήρωμα είναι μηδέν, γιατί τότε η 
ολοχληρωτέα συνάρτηση είναι παντού μηδενική. 
Στην περίπτωσηπουθ {ως 1, έχουµε: 


ο. ο οϱ 


πΟοὉ 
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Σχήµα 9.13: Η πυχνότητα πιθανότητας [χγ(α, 4) του Παραδείγματος 9.12. 


/ /, 
Άρα, συγχεντρωτικά 


Παρομοίως, η περιθώρια ᾖ[γ(γ) ΞΞ0 όταν να [0. 1), ενώ όταν νε Ιθ, 1] έχουµε: 
οο 1 1 
Ὕ)- / }κν(α. ν) απ -- Ἶ 4π(1 --) απ -- (1 -- / 4π απ -- 2{1 -- ν). 
--. 0 0 


κ σοι, 
0, να [θ,. 


Για να χατανοήσετε χαλύτερα τον υπολογισμό των περιθωρίων πυχνοτήτων, µπο- 
ρείτε να δείτε το Σχήµα 9.11, που εφαρµόζεται ως έχει και σε αυτό το παράδειγµα. 


χαι συγχεντρωτικά {ν(η) Ξ 


9. Για κάθε ζεύγος (σ,) εξ χ Κ. ισχύει ότι [χν(α, τν) Ξ Γχία){ν(μ). (Εξετάστε 
τις συνολικά 9 περιπτώσεις για να σιγουρευτείτε.) Ἆρα οι ἅ, Υ είναι ανεξάρτητες. 


4. Αφού οι Χ,Υ είναι ανεξάρτητες, η συνδιαχκύµανση ΟΟΝ(Χ.Υ})Ξ0. 
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Σχήµα 9.14: Ο όγχος του στερεού ισούται µε την Ρ/Χ «Υ] του Παραδείγµατος 9.12. 


ΡίΧ«Υ) - | οτι ({Γωατ αν) ὧν 


(αφ) 


[ (ασ [οα) τα [αὐτὰ 
ο 


/ { /, / / ας / 
Στο διχήµα 0.14 εχουμε σχεδιάσει το στερεο του οποιου ο ογχος αντιστοιχει µε 


την άνω πιθανότητα. 


Παράδειγμα 9.19. Έστω, τέλος, πως ο Σταύρος χαι ο Γιάννης φτάνουν σε τυχαίους 
χρόνους Χ και Υ αντίστοιχα, για τους οποίους γνωρίζουμε ότι 


σα(.-, θσσι ουσ], πΈυςσ], 
᾽χγ(αι ν) - ; 
0, αλλού. 


1. Ποια είναι η τιµή της σταδεράς ο 


2. Ποιες είναι οι περιθώριες πυχνότητες των ἅ, Υ; 
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Σχήµα 9.15: Ἡ πυκνότητα πιθανότητας του Παραδείγματος 9.19. 


9. Ἠίναι οι Τ.Μ. Χ, Υ΄ ανεξάρτητες; 

4. Πόση είναι η συνδιακύµανση ΟΟΝ(Χ,Υ): 

Έχουμε, κατά περίπτωση: 

1. Και πάλι, πρέπει το ολοκλήρωμα της [χγ(ᾳ, 4) στο ΕΚ Χ Ἰ να είναι µονάδα. Όμως, 


/ ῥενία, 4) 4Α 


κχκ 


. { (τας αι) ... (αι και) η 
- [ία ως αυτο (αν α-ς 


Άρα τελικά α-- δ. Η πυχνότητα έχει σχεδιαστεί στο Σχήµα 9.10. 


2. Όταν σ ἅ [0. 1], έχουµε /{χ(α)Ξ0. Ανα ε[θ,1], 


οο 1--α 
/ δη ον ᾗ σος οὐ ἴν 


«ε [ -α --) ἄν -- --δα {- ει ] ἄν -- 4α(1 --α)), 


}κ(α) 


Ι 
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αι 
πο. 
οτης1Ἱ 
ο 
«0 
σςῦθ ο οι πι 


Σχήµα 9.16: Παράδειγμα 9.15: Ἡ απὀ χοινού πυχνότητα είναι µη μηδενική στο χωρίο Π. Τια να 
υπολογίσουμε τις περιθώριες πυχνότητες [χ(α), }ν (η), πρέπει να ολοχληρώσουμµε την απὀ χοινού κατά 
µήχος ευθειών χαθέτων ἡ οριζοντίων (αντίστοιχα), έχοντας την μεταβλητή που δεν ολοχληρώνεται, ὦ 
ή ν αντίστοιχα, ως µια παράμετρο που ὃα επηρεάσει την τιµή του ολοκληρώματος µέσω της δέσης της 
ευθείας. 


χαι συγχεντρωτικά 


Παρόμοια, αν / 6 [0,1], τότε [ν() Ξ0. Αν νε [θ, 1], τότε 


πω - [ ανα ᾖ ανα αι 


ο ῃ ωγασ--αα - ο 


Τελικά, 


ο 14 --)ὸ, νε [θ,Ἡ, 
{ν) Ξ ψ να [0 Ἡ. 


Στο Σχήµα 9.16 έχουµε σχεδιάσει το χωρίο {ὲ στο οποίο η [χγ(α,) είναι µη 
μηδενική, χαθώς χαι τις διάφορες ευθείες πάνω στις οποίες υπολογίσαμε το (α- 
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πλό) ολοκλήρωμα της από κοινού πυχνότητας, προκειµένου να υπολογίσουμε τις 
περιθώριες πυκνότητες. 


9. Εὐχολα διαπιστώνουμε ότι υπάρχουν ζεύγη (4, 9) για τα οποία 


}χν(α,ν) τε χ(α)ν()). 


Παράδειγμα ενός τέτοιου ζεύγους τιµών εἶναι οι η - υ - α, για το οποίο το 
αριστερό σχέλος είναι 0, ενώ το δεξί Ὀετικό. Άρα το Χριτήριο του Λήμματος 9.4 
δεν µπορεί να χρησιμοποιηδεί. 


Μπορούμε μάλιστα να διαπιστώσουμε πως οι ΑΧ, Υ δεν είναι ανεξάρτητες παρατη- 
ρώντας ότι, ενώ προφανώς 


έχουμε 
1 1 
Ῥι ὁ τα «κ -- 04Α -- 0, 
2 2 σας] 
άρα η συνθήκη (9.15) δεν ικανοποιείται για ΑΞ- ΒΞ- 15,1]. 


4. Αφού οι Χ, Υ, δεν είναι ανεξάρτητες, η συνδιαχύµανση ενδεχομένως να µην είναι 
µηδενιχή, χαι πρέπει να υπολογιστεί. Έχουμε: 


| 
ια 
τι 
ὃς 
ο” 
| 
-... 
δν 
στ 
ως 
μ-ᾱ 
| 
οο 


1 . 9 πο. 
-- ./ ( -- δν” -- δυὀ να-α | τη ο επι -- τι] ἂν 
η πο 4 5 
1 8 πως Ἡ 
-- ὁ κος ο ει, 
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ΕΧΥ) - [Γον κνανα- [ εὐα-ώναλ 
χε «αυ, νι 
1 1--α 1--ᾱ 
/ 4 δα αὐναν) α- | δα 4 Ὁ απ 
0 0 0 0 
1 Ί--α 2 8ν / 1 9 31 Ὁ 
ες ο. . ς -- αν | | δα” 5 -- η ασ 
η 0 2 ο 0 5 ὃ ]ρ 
' 1 
Ξε / .ν (1 --ᾱ)2 αλ] απ 
0 2 
Τη ΕΓα 4 
α. / Ώ α’ (24ἳ -- δα” -- 1) απ -- : πιά 4 - μ)) ασ 
1 1 
4ς 8. 8 4ς 48ς 48 4 
Ἐςς α τς | ντου 
{ ο ο μαοώ , ͵ ν ον ος [ α5 
χαι τελικά 
4 δ 1 4 
σον(ἁΧ,Υ)ΞΗΕ(ΧΥ) -Μ(Χ)ΕΥ)ξ-τ--οχ-«- 


45 15/5 ο 


Παράδειγμοι 9.14. (Σ,υνέλιξη) Έστω δύο ανεξάρτητες συνεχείς Τ.Μ. Κ.Υ µεπυ- 
χνότητες Γχ(α), }ν() και µε από χοινού πυχνότητα (δεδομένης της ανεξαρτησίας τους) 
την Γχν(α, ϱ) Ξ- Γχί(α){ν(0). Η πυκνότητα του αὐροίσματός τους, έστω Ζ- Χ-εΥ, 
ισούται µε 


ες /- κ(θ {ν(ᾳ πο. 8) αἲ. 


(Η πιο πάνω έκφραση εἶναι η συνεχής µορφή της συνέλιξης δύο συναρτήσεων. Την 
συναντάµε πολύ συχνά στην επεξεργασία σήµατος. Για παράδειγµα, ο ἤχος που φτά- 
νει στο αυτί σας από το στερεοφωνικό σας είναι η συνέλιξη της χυματοµορφής που 
είναι αποθηκευμένη στο όποιο µέσο αποθήκευσης (06ῦ, κτλ.) και µιας συνάρτησης που 
ενσωματώνει τις ρυῦμίσεις του ααια]ίΖο: σας, τα χαραχτηριστικά του δωματίου που 
βρίσκεστε, τη συμπεριφορά των αυτιών σας, κ.ο.κ.) 

Για να αποδείξουµε την άνω σχέση, ὃα υπολογίσουμε πρώτα την χατανοµή της ὄ. 


Έχουμε: 
Ε7(2) 


τών] 


-. / Γχν(α,)) ἀΑ -- Ἰδ (πώ ώ) ο 


(αφ) υς2 


κ αα (ο πο Ὁ αα -- μα Γχ(α) Εν: -- α) ἆπ. 
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Παραγωγίζοντας, προχύπτει τελικά 
ο ο“. Ὁ 
Ἡ ---- (θα θά 


Στην τρίτη ισότητα, αλλάξαμε την σειρά της ολοκλήρωσης χαι της παραγώγισης (στην 
συγχεχριµένη περίπτωση ικανοποιούνται οι συνθήκες που επιτρέπουν αυτή την εναλλα- 
γή.) Στην τέταρτη ισότητα αλλάξαμε την μεταβλητή ολοκλήρωσης από ᾳ σε . 


Παράδειγμοι 9.15. (Ελάχιστο και μέγιστο) Έστω οι ανεξάρτητες συνεχείς Τ.Μ. Χ, 
Υ΄ µε χατανοµές Εχ(α). Εγ(η) και πυκνότητες [χ(α), [ν(υ). Έστω επίσης οι συνεχείς 
Τ.Μ. Υ/ Ξ- ιπαχ{Χ,Υ } και γ΄ Ξ- ταϊπ{ Χ,Υ}. Θα υπολογίσουμε τις κατανομές Εγ(ω), 
Εγ(υ) και τις πυκνότητες ᾗνγ(ω), }ν(υ), των ΤΙ’ και Υ’, συναρτήσει των Εχ(α), Εν () 


και Γχ(α), {ν (9). 
Για να βρούµε την χατανοµή της ή’, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι οι Χ, Υ΄ είναι 
ανεξάρτητες, έχουµε 
Γην(ω) -- ο ΞΡ(4Χ«ω}Ώ{Υ «ω}) 
- ΡΙΧ«ω)ΡΙΥ ςω) -- Βκ(ω) βγω). 
Παραγωγίζοντας, 
{νω)Ξ- Ιχ(ω)Εν(ω) - Εχ(ω)/ν(ω). 


Παρομοίως, για να βρούμε την συνάρτηση κατανομής της Ύ΄ έχουµε: 


Εγ(υ) 


Ρ(ΙΥ«υ]Ξ1-Ρ(ΙΥΣυΞ1-Ρ4{ΧΣυ)Π(Υ 5 υγ) 
Ξ- ι--Ρ(Χ Συ) Ρ(Υ 0) 51 --(1 -- Εχ(υ)( -- Εν(υ)). 


Παραγωγίζοντας: 
{νίω) -- Γκωία - Εν) ενω -- Εκίο)). 


Όλα τα αποτελέσµατα έχουν διαισθητική εξήγηση. Μπορείτε να τη βρείτε; 
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9.6 Πολλές Σωνεχείς Γωχαίες Μεταβλητές 


Όπως και στην περίπτωση των διακριτών Τ.Μ., η Ρεωρία που έχουµε αναπτύξει µέχρι 
τώρα επεχτείνεται χαι στην περίπτωση περισσότερων από δύο συνεχών Τ.Μ. Σιε αυτή 
την παράγραφο παρουσιάζουμε συνοπτικά την επέχταση της θεωρίας, χαι µερικά χρήσιμα 
αποτελέσµατα τῆς. Παραλείπουμε όλες τις αποδείξεις, καθώς είναι ανάλογες µε αυτές 
τῆς περίπτωσης των δύο Τ.Μ. 


Ορισµός 9.6. Ένα πλήδος π Τ.Μ. Χι,..., Χπ καλούνται από κοινού συνεχείς ό- 
ταν υπάρχει µια συνάρτηση χι. χιπ]. «νσπ) τ Ἐ --ὃ 10,οο), την οποία καλούμε 
από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, ή από κοινού πυκνότητα, τέτοια ώστε 


για οποιοδήποτε χωρίο κ ς Ν”, να ισχύει ότι 


ο ος εἰ ο (9.15) 
π 


ο. 9.6. (Ιδιότητες από χοινού πυκνότητας) Έστω πι από κοινού συνεχείς Τ.Μ. 
Χινιι., ἅπ. Η από κοινού πυκνότητά τους [χι Χ,ίσι,...ῶπ) έχει τις εξής ιδιότητες: 


ο. .- ων 


2. Η Τ.Μ. Χι είναι συνεχής και έχει περιθώρια πυκνότητα την 


νο. - /: / ο το η οὁ ὃ δν) πι ᾱ ο οἳ παπι ι ο. ας. 


ο ο ας ' 


Λήμμα 9.Τ. (Ιδιότητες µέσης τιµής συνάρτησης πολλών Τ.Μ.) Έστωπ συνεχείς Τ.Μ. 


Χι,.... ἅπ µε από κοινού πυκνότητα [χι ασ, ορ). 


Ἱ. μσωτμ σα χι... Χ]. Η μεση τιμή τῆς ισούται µε 


Ε{2) ο ο οι ο. 
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ὃ. Πιο γενικά, αν έχουµε Κ Τ.Μ. Ζι οι(Χι,..., Ἀπ), ΚΞ1,..., ἅ, τότε 


Ε σ σος ας) - » ΕίαίΧι, ον 
μι πει 


4 ΝΔΗ σ. κ) -- υ νλΗίΧ)) «9 ὸ. ΟΟν(Χ, ΧΡ. 


ἐ-] 1κή«/«π 
Ορισµός 9.ύ. Ένα πλήδος τι από κοινού συνεχών Τ.Μ. Χι..... Χπ είναι ανεζάρτητες 
αν για οποιαδήποτε υποσύνολα Αι; ς ὁχ,, ἵξ 1,...ντι ισχύει 

Ρ(Χι ε Αι...., ἂπ ε Απ) Ξ Ρ(Χιε Αι)... Ρ(Χν ε Αγ). 
Λήμμα 9.8. (Κριτήριο ανεξαρτησίας από κοινού συνεχών Τ.Μ.) Έστω τι από κοινού 


συνεχείς Τ.Μ. Χι,.... Χπ, µεαπό κοινού πυκνότητα χι. Χ,(σιν...  ὤπ), και περιθώριες 
πυκνότητες Πχ, (αι), ἕξ- 1)... ντ. Οι Χι,..., Χπ είναι ανεξάρτητες αν 


νο ο η, ας  μ) Ξξ Τχι(σι) ας ο δα) σαι, τς σι) ΕΙ. 

Λήμμα 9.9. (Ιδιότητες ανεξάρτητων συνεχών Τ.Μ.) Έστω πι συνεχείς ανεξάρτητες 
ο ον... 

1. Οποιοδήποτε υποσύνολο από τις Χι,..., Ἁπ είναι επίσης ανεξάρτητες Ί.Μ. 

2. Έστω συναρτήσεις οἱ: ῶχ, -Σ . Θα ισχύει 

ο ο ο ο ο οι ο ος), 
Βηδική περίπτωση της άνω είναι η 
ο Μο ο μΝ.. 
ο ας σ. τ) Ξ-» ΝΑΕ(Χὺ. 
ο.) ἐ--1 


Παράδειγμοι 9.16. (Μηνύματα) Η διάρχεια αποστολής ενός 9ΙΝΙ9 σε δευτερόλεπτα 
έχει ομοιόμορφη χατανοµή στο διάστηµα 1, 5], χαι η διάρχεια αποστολής ενός ΜΜΡ έχει 
εχθετική κατανομή µε µέση τιµή τα δ δευτερόλεπτα. Στέλνουµε, σε τρεις ανεξάρτητες 
αποστολές, 2 ΞΨΝΙΦ χαι ένα ΜΜΟ. Θα απαντήσουμε στα αχόλουδα: 
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1. 1]οια είναι η µέση τιµή της συνολικής διάρχειας αποστολής; 


2. Ποια είναι η πιθανότητα χαι τα 2 9ΜΡ χαι το ΜΜΟ να έχουν όλα διάρχεια πάνω 
/ / νά 
από 2 δευτερόλεπτα το καθένα; 


ὃ. Ποια είναι η πιδανότητα το ΜΜ να έχει διάρχεια µεγαλύτερη από τη µέση τιµή 
τῆς συνολικής διάρχειας των 2 ΘΜΟ; 


Για να απαντήσουμε τα άνω, έστω Χι Ἡ διάρχεια αποστολής του πρώτου 9ΜΟ, Χο 
Ἡ διάρχεια αποστολής του δεύτερου 9/5, Υ η διάρχεια αποστολής του ΜΙΜΟ, και Ζ η 
συνολιχή διάρχεια αποστολής των δύο ΒΙΟ χαι του ΜΙΜΟ, οπότε ὅ -- Χι-- Χο ΕΥ. 


1. Για τη µέση τιµή της συνολιχής διάρχειας αποστολής έχουµε: 
9δεἶἱ ὃὂ--1 

Ε(2)Ξ ΕίΧιΓ ΧλΓΥ)Ξ Εάν) ΕΕ(Χ)ΕΕΥ)Ξ πο ος οσο 
αφού οι Χι, Χο έχουν ομοιόμορφη χατανοµή στο διάστηµα [1, 5) και η Υ έχει 
εχθετιχή κατανομή µε µέση τιµή 8. 

2. Εφόσον οι τρεις αποστολές είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους έχουµε ότι η πιθανότητα 
τα 2 ΘΙΝΙΟ χαι το ΜΝΤΟ να έχουν διάρχεια πάνω από 2 δευτερόλεπτα το καθένα 
είναι: 


ο ο ων 


Ξ ΕΡΧιΣ2ΡΟΟΞΑΡςΥ 53) Γ.- 


ὃ. Ἡ πιθανότητα το ΜΙΜΟ να έχει διάρχεια µεγαλύτερη από τη µέση τιµή της συνολικής 
διάρχειας των 2 9ΜΙΡ είναι 
Ρ(Υ 5 Ε(Χι -- Χο) -- Ρ(Υ 5219) --1-- Ρ(Υ «4) -- εδ" 0.6065. 
Ποράδειγµοι 9.1Τ. (Ελάχιστο πι εκθετικών Τ.Μ.) Έστωπι Τ.Μ. Χι....., Χπ, όλες 


εχθετικά κατανεµηµένες, χαι µε µέσες τιµές θ1,...,θπ. Θα υπολογίσουμε την κατανομή 
του ελαχίστου τους, ὤ Ξ- πήπ{Χι,..., Ἁπγ, υποθέτοντας πως είναι ανεξάρτητες. 


ο οκ τα ο ο ο ο 
1 --ΡίΧι5 2)...ΡΒ(Χι 5) -- 1 -- ορ μα... -ᾱ] 


-"Εδ)] 


- ας 
Άρα, το ελάχιστο Ζ εἶναι επίσης κατανεμημένο εχδθετικά, µε µέση τιµή » ο] 
ἐ--1 


Κεφάλαιο 10 


Οριαχκχά Οεωρήµατα 


10.1 Ανισότητα του Ματ]ον 


Περιληπτικά, η ανισότητα του ΜαΓΚον λέει πως αν µια Τ.Μ. έχει «μικρή» µέση τιµή 
τότε δεν µπορεί να παίρνει µεγάλες τιµές µε µεγάλη πιθανότητα. Για να χατανοήσουµε 
αυτό τον αναγκαίο περιορισμό, έστω πως αχούµε ένα βιολόγο να ισχυρίζεται πως «το 
µέσο βάρος του αφρικανικού {όχι του ευρωπαϊκού!) χελιδονιού είναι 100 γραμμάρια, ενώ 
το 6070 των αφριχανιχών χελιδονιών έχει βάρος άνω των 200 γραμμαρίων». Προφανώς 
ο ισχυρισμός δεν µπορεί να ευσταθεί, γιατί αχόµα χαι αν το 4050 των χελιδονιών δεν 
είχε καθόλου βάρος, χαι το υπόλοιπο 6020 είχε το ελάχιστο επιτρεπτό, δηλαδή 200, 
τότε πάλι αυτό το υπόλοιπο 60520 θα αρχούσε ώστε το µέσο βάρος να είναι τουλάχιστον 
200 χ 0.6 -- 120 γραμμάρια, χαι Όα είχαμε άτοπο. ἩΗ γενίκευση ακριβώς αυτού του 
συλλογισμού οδηγεί στην ανισότητα του Νίατκον χαι την απόδειξή της. 


Λήμμα 10.1. (Ανισότητα του Ματκον) Έστω µια Ί.Μ. Χ΄ που παίρνει πάντα τιµές 
Χ 3 0, και έχει µέση τιµή Ε(Χ). Τότε: 
ΕΣ) 


ως ος ππεοοει ο-ᾱ 
ὃ 


Απόδειξη. Η ανισότητα ισχύει για όλα τα είδη Τ.Μ. Θα δούµε την απόδειξή της σε δύο 
ειδικές περιπτώσεις: όταν η ἅ είναι διακριτή, Χαι όταν είναι συνεχής. 

Ῥιστω καταρχήν πως η «Χ είναι συνεχής µε πυχνότητα Τα). Ξεκινώντας απὀ τον 
ορισμό της μέσης τιµής, 


Ε(Χ) | α[)άω- | ο Γα)αν- | ο [α)άνε [ πι ογας. 
-οο 0 0 6 
Στην δεύτερη ισότητα λάβαμε υπόψη ότι ο μα) Εφόσον όλες οι τιµές 3 
στο πρώτο από τα δύο ολοχκληρώματα του δεξιού σχέλους είναι μεγαλύτερες ή ίσες του 
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μηδενός, το ολοχλήρωμα είναι χι αυτό µεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός, συνεπώς 


ΕΞ {ο ῶαιΣ { ο[ῶάω-ε[ Γῶαα. 


όπου, στην δεύτερη ανισότητα, χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι στο ολοκλήρωμα που 
αποµένεα σεξ απ) ὰ ε[ία). Παρατηρώντας, τέλος, πως απὀ τον ορισμό της 
πυχνότητας το τελευταίο ολοκλήρωμα άνω ισούται µε Ρ(Χ 3 ο). έχουµε 


Ε(ίΧ) 5 εβίΧ 29), 


που είναι η ζητούµενη ανισότητα. 
Έστω τώρα Ἠ περίπτωση που η ἅ είναι διακριτή, µε σύνολο τιµών ὁ ς [0,οο) χαι 
μάζα Ῥ(ᾳ). Ἐεχινώντας από τον ορισμό τῆς µέσης τιμής, 


Ε(Χ)- δ αρ - ὃ. αρίΟ ὃ. αγία), 


αξιο περι α«σο περι 4ο 


όπου χωρίσαµε το άῦροισµα σε δύο µέρη, αυτό που αντιστοιχεί σε τιµές 3 Ἔ« ᾧ μικρότερες 
του 6, Χαι τις τιµές ὦ 3 ϱ. Ἠφόσον όλες οι τιµές 3 6 6 της ἅ είναι μεγαλύτερες ή 
ίσες του μηδενός, το πρώτο άδροισµα άνω είναι χι αυτό µεγαλύτερο ή ίσο του μηδενός, 
συνεπώς 
Ε(Χ)Σ » αγία) ὃ. οραΞο ὃ. Ρα), 
αερ: ᾳὸο αξεο: ᾳῶᾷο πες πο 

όπου, για την δεύτερη ανισότητα, χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι στο ἀδροισµα που 
απομένει όλα τα 4 είναι μεγαλύτερα ή ίσα του 6. Παρατηρώντας, τέλος, πως το τελευταίο 
άθροισμα άνω ισούται µε Ρ({Χ 3 ο) έχουµε 


Ε(Χ) 5 εΡβίΧ 29), 


που είναι η ζητούµενη ανισότητα. 


Παράδειγμοι 10.1. (Αφρικάνικο χελιδόνι) Έννας βιολόγος ισχυρίζεται το εξής: «Το 
µέσο βάρος του αφρικανικού χελιδονιού είναι 100 γραμμάρια, ενώ το 6070 των αφρι- 
χανικών χελιδονιών έχει βάρος άνω των 200 γραμμαρίων». Βάσει τῆς ανισότητας του 
ΜατΚκον, ο ισχυρισμός του δεν ευσταῦὺεί. 

Πράγματι, αν ἅ εἶναι το βάρος ενός τυχαίου χελιδονιού, ὃα πρέπει να έχουµε, 


Ε(Χ) 100 1 
200. 200. 2) 
που δεν συμφωνεί µε τον ισχυρισμό του βιολόγου ότι αυτή η πιδανότητα είναι ίση µε 


6070. 


Ρ(Χ 2200) « 


10.1. ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΜΑΠΚΟΥ 20{ 


Παράδειγµοι 10.2. (Γεωμετρική κατανομή) Έστω μια Τ.Μ. Χ  Γεωμ(1/5). οπότε 


η ἅ έχει µέση τιµή Ε(Χ) - της -- 5. Από την ανισότητα του Ματκον έχουµε πως 


1 

ο ο «05 ᾱ- 

Στην πραγματικότητα όµως, Ἡ πιο πάνω πιθανότητα είναι (χρησιμοποιώντας γνωστό 
τύπο για την γεωμετρική κατανομή) 


19 14 
Ρ(Χ 518) --Ρ(Χ 5 14) -- α - 5) ο. 0.044, 


δηλαδή σηµαντικά μικρότερη. 


Παρατήρηση: Το φράγμα που δίνει η ανισότητα του Νίατκον είναι εξαιρετικά χρήσι- 
μο. Για παράδειγµα, όπως Όα δούµε σύντομα, χρησιμεύει στην απόδειξη τῆς ανισότητας 
του ΟΠεβγε]μεν χαι µέσω αυτής στην απόδειξη του Νόμου των Μεγάλων Αριθῤμών. Αλ- 
λά σε πολλές περιπτώσεις, όπως στο άνω παράδειγµα, είναι σχετικά ασθενές. Η ισχύς 
του έγκειται χυρίως στο γεγονός πως δεν χρησιμοποιεί κάποια πληροφορία για την χα- 
τανοµή της Χ πέραν της µέσης τιμής της Ε/(Χ}), και συνεπώς ισχύει για οποιαδήποτε 
Τ.Μ. Χ µε µέση τιµή Ε(Χ). 


Παράδειγµοι 10.3. (Χρόνος εκτέλεσης αλγορίθμου) Ένας αλγόριῦμος έχει ως δε- 


δοµένα εισόδου έναν αχέραιο αριὺμό Υ΄ και µία σειρά από τι Πἱΐ5, ἅι, Ἀο,..., Ἁπ. ο 
χρόνος εχτέλεσης του αλγορίῦµου είναι 


τν ιο 2 
ΤΥ 2 Χι ἓχ τ) δευτερόλεπτα. 
ἐ--] ἐ--] 
Αν υποθέσουμε ότιτα Υ, Χι, Χο,..., Χπ είναι ανεξάρτητες Τ.Μ. όπου Χι » Βετπ(1/4) 
χΧαι το Υ παίρνει τις τιµές 0, 2, 5 χαι 9 µε πιθανότητα 1/4 την κάθε µία: 
1. Θα υπολογίσουμε τον µέσο χρόνο εκτέλεσης. 


2. Θα δείξουµε ότι η πιδανότητα ο χρόνος εχτέλεσης να ξεπερνά τα τιν δευτερόλεπτα 
είναι το πολύ 


πο... 
16 16π  πὸ 
(Συνεπώς, για μεγάλα ι αυτή η πιθανότητα είναι το πολύ - Ἱς Ξ 0.200.) 


Πράγματι: 
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1. Καταρχάς, αν ορίσουµε 
7-5» Χι 
ἐ--] 


τότεη ζὤ » Διων(ίη, 1/4) χαι συνεπώς 


Τι 1 Ότι 
ΒΖ)-1 και ΥΑΗ( )ππκακ[ι--χ) τς 
Επιπλέον, 
3π τὸ 
ΕΣ ΞΝΑΕ ΞΕΡΟ] Ξτ -.-- 
(23) --νΑ(Ζ) «ΗΕ -- Ἱοετς 


Παρατηρώντας πως ο χρόνος εχτέλεσης Ἰ µπορεί να εχφραστείως { -Υ 2 -- 
Ζ3, βρίσχουµε 


ο ο ο ο οί ποσα 
ὴ Τ 1 1 πι ἂπ πὸ 
ο ο ο ο αρ ο ο ο κκ ως 
ας ο ας ος 
αμα π΄ 
. 16 ΄ 16) 


2. Από το προηγούμενο σκέλος χαι την ανισότητα του Νίατκον έχουµε 


μμ... 


Ρ(Τ ο π2) « -- τι τς 
ο πολη στ 


Παράδειγμα 10.4. (Ανισότητα του (ΟΠετπο[) Θα δείξουµε πως για οποιαδήποτε 
Ἑ Μ. Χ χαιγια κάδεςσιλετζξ.Αλ2 0, ισχύει 


Ρ(Χ ᾷο)λσ --τι-- 


εφόσον η µέση τιµή ο δὴ υπάρχει. Η ανισότητα είναι µια από τις πιο απλές µορφές της 
ανισότητας του ΟΠεγπο[. Παρατηρήστε ότιτο φράγμα που δίνει μειώνεται εχθετικά µε το 
6, χαι για αυτό το λόγο η ανισότητα αυτή εἶναι πολύ χρήσιμη στη Θεωρία Πιδανοτήτων. 


λΧ / / / 
προφανως παιρνει παντα τι- 


Για να την αποδείξουµε, παρατηρήστε πως η Τ.Μ. ε 
µές μεγαλύτερες ή ίσες του μηδενός, χαι έχει µέση τιµή ο ἂν Άρα μπορούμε να 


εφαρμόσουμε την ανισότητα του ΝΊαΓκον για αυτή την Τ.Μ., έτσι ὥστε 


Ε(ολὰ 
ρω αν. ριον .ο ο) Ξ ο ῳ 
6 6 


χαι έτσι προχύπτει η ζητούµενη ανισότητα. 


10.1. ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΜΑΠΚΟΥ 259 


Ας εφαρμόσουμε την ανισότητα του Οπετποβ στην περίπτωση που Χ » Εκὺ(θ). 
Παρατηρήστε πως 


Ρεν -- / -, ο ο. . ος θ ε-σ/θςτ -- ὁ| πο ον 
-- 0 0 


ΈΏστωπωςλ -- 9. Τότε προφανώς Ε(ελΧ) --οο. Έστω πως α ο. Τότε έχουµε 


1 τν 1 οο 
ΡΕ ο μ--- --α(1/6--λ) - --α(1/6--λ) 
ο. , ή .. πρ η . ᾗ 
1 
πο 
-- α--λοο 


Το όριο που εµφανίζεται είναι μηδέν για λ «1/0θ, και οο για λ 2 1/6. Άρα, συγκεν- 


τρωτιχά, 
. λ10, 
ο) - κ μαὰ ή 
Τ10; Ἀ. κε δ: 
Με αντικατάσταση της µέσης τιµής που βρήκαμε στην ανισότητα του (Ἠειποβ, λαµ- 
βάνουμε τελιχά 


ους 


εφόσον βέβαια λ «1/0. 

Για παράδειγµα, για λ - 1/2 «1/0 1 χαι ὁ Ξ 180, το πιο πάνω φράγμα είναι 
περίπου ίσο µε 0.0135, ενώ το φράγμα που µας δίνει η ανισότητα ΝίατΚον είναι 1/6-- 0.1. 
Συνεπώς το φράγµα που αποδείξαµε εδώ είναι σηµαντικά μικρότερο, Χαι κατά συνέπεια 
πολύ ισχυρότερο από αυτό που Όα µας έδινε η απευθείας χρήση της ανισότητας του 


Ματκον. 
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10.2 Ανισότητα του ΟΠεβγοπεν 


Το επόμενο αποτέλεσµα (το οποίο προχύπτει από µια σχετικά απλή εφαρµογή της ανι- 
σότητας του Ματκον) λέει πως αν µια Τ.Μ. έχει «μικρή» διασπορά, τότε δεν µπορεί να 
παίρνει τιµές µαχρυά απ΄ την µέση τιµή της µε µεγάλη πιθανότητα. 


Λήμμα 10.2. (Ανισότητα του ΟΠΕΡΥΕΠεΥ) Έστω µια Τ.Μ. Χ µε µέση τιµή Ε(Χ) 
και διασπορά ΝΑΠ(Χ). Τότε: 


ο ΝΑΕ(Χ) 


ο πε 


ΡΙΧ--Β00/ 29 « --- 


γοεςεᾖΙ, ς3Ἔ0. 

Απόδειξη. Έστω µια νέα Τ.Μ. Υ -- (Χ -- μ)Σ για την οποία, εξ ορισμού, πάντα έχουµε 

Υ΄ 3.0. Από τον ορισμό τῆς διασποράς, παρατηρούμε πως το Υ έχει µέση τιµή Ε(Υ)Ξ 

ΕΙ(Χ --µ).] -- ΝΑΒ(Χ). Εφαρμόζοντας την ανισότητα του Μαϊ]ον για την Τ.Μ. Υ 

βρίσχουµε 

Ε(Υ) ΥΝΑΠ(Χ) 
πο μας. 


ΡΙΧ- μι» Ξρ(α- μμ λἂ -ργ»ῶς 


6 6 


Παράδειγμοι 10.5. Έστω µια Ῥ.Μ. Χ΄ µε κατανομή Ύπερ(5θθ, 150, 159). Από τις 
γνωστές ιδιότητες της υπεργεωµετριχής κατανομής, η «ἅ έχει µέση τιµή 


ο ΊδοΧχ 15 


4.5 
500 


Ε(Χ) 
χαι διασπορά 


150 χ 16 χ (500 -- 150) κ (500 -- 15) 
ΥΑΗ(Χ) - -- 3.06162. 
ον 5005 χ (500 -- 1) 


Έστω τώρα πως Ὀέλουμε να υπολογίσουμε την πιθανότητα Ρ(|Χ --4.5| 32 9), δηλαδή 
την πιθανότητα το Χ να ισούται µε ϐ ή µε 1 ή µε κάποιον ακέραιο από το 8 ὡς Χαι το 
15. Ἠφόσον γνωρίζουμε την µάζα ρ(α) της Χ., μπορούμε να υπολογίσουμε αυτή την 
πιθανότητα ως ϱ(0) -ΕΡ(1) -ΕΡ(δ) -ΕΡ(θ)-Ε:::-ΕΡ(15). Αλλά λόγω της πολυπλοχότητας 
του τύπου της µάζας Ρ(ᾳ), και επιπλέον επειδή απαιτεί τον υπολογισμό παραγοντικών 


ΚΙ για μεγάλα ἆ -- πράγµα το οποίο συχνά οδηγεί σε σηµαντικά αριῤμητικά σφάλματα 
είναι πολύ πιο εὖὐχολο να χρησιμοποιήσουμε την ανισότητα (Πεβγε]εν για να βρούμε 
ένα φράγμα για την ζητούµενη πιθανότητα: 


ΨΑΛΗ(Χ) 


ΡΙΧ- 4528) ΡΙΧ- ΕΣ 3 --τ 


ο” 0.9401δ. 
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Με βοήδεια υπολογιστή μπορούμε να βρούμε πως 
Ρ(ΙΧ --4.5| 5 95)  0.0801. 


Παράδειγμα 10.6. Έστω ένας εξυπηρετητής που δέχεται αιτήµατα από χρήστες 
χαι αποχρίνεται, µετά από χάποια επεξεργασία του κάθε αιτήµατος. Από εμπειρικές 
µετρήσεις γνωρίζουμε πως 9 χρόνος απόχρισης Χ (σε δευτερόλεπτα) έχει µέση τιµή 
Ε({Χ) και τυπική απόκλιση σ-- 6 δευτερόλεπτα. 

Οέλουμε να βρούμε ένα «φράγμα» 0ϐ τέτοιο ώστε να μπορούμε να εγγυηὺούµε ότι, 
µε πιθανότητα τουλάχιστον 9970, η χρονική απόχριση δεν Όα απέχει απὀ την µέση τιµή 


πάνω από ΞΕθ. Δηλαδή, θέλουμε Ρ(ΙΧ -- Ε(Χ)Ι « θ) Ξ0.99, ή,ισοδύναμα, 
Ρ(ΙΧ --Ε(Χ)| 326) «0.01. (10.1) 
Αλλά από την ανισότητα του ΟΠεβγε]μεν έχουµε πως 


2 62 


Συνεπώς, για να ισχύει το ζητούμενο (10.1), αρχεί να διαλέξουµε το ϐ έτσι ώστε να 


ΡΙΧ-ΕΧ)208« 


ο 


έχουµε 36/63 «0.01, για το οποίο αρχεί να διαλέξουµε ϐ -- 60 δευτερόλεπτα. Με 
άλλα λόγια, μπορούμε να εγγυηθούµε πως, µε πιθανότητα τουλάχιστον 9970, ο χρόνος 
απόκρισης δεν Όα απέχει από τη µέση τιµή για πάνω απὀ ένα λεπτό. 


Παράδειγµοι 10.Τ. (Απόσταση Τ.Μ. από τη µέση τιµή της) Για µια Τ.Μ. Χ µε 
άγνωστη κατανομή χαι µε µέση τιµή µ., κάποιος στατιστικολόγος ισχυρίζεται ότι η πιδα- 
γότητα η τιµή της Χ να απέχει από τη µέση τιµή της χατά παραπάνω από ὃμ είναι µιχρή. 
Υποστηρίζει αυτό το συμπέρασμα διότι γνωρίζει πως, στη συγκεχριµένη περίπτωση, η 
διασπορά της Χ, σ”. είναι αρχετά μικρότερη απὀ τη µέση τιµή στο τετράγωνο (δηλαδή 
από το μ”). Έχει δίκιο στον ισχυρισμό του ή ὀχι; 

Για να απαντήσουμε, παρατηρούμε πως, αφού έχουµε ο -- (δηλαδή η διασπορά 
της Χ είναι «πολύ μικρότερη» από τη µέση τιµή στο τετράγωνο), από την ανισότητα του 
Οπεβγεβεν προχύπτει πως: 

ας ἅ 1 
ΡΙΧ- μ55μ)ς ἂμρ Ἕθρ- 9 


Ἠπομένως, ο στατιστιχολόγος έχει δίκιο. 
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10.5. Ο Νόμος των Μεγόλων Αριὑμών 


Σε αυτό το σηµείο έχουµε πλέον αναπτύξει αρχετά μαδημµατιχά εργαλεία ώστε να είµαστε 
σε Ὀέση να διατυπώσουµε χαι να αποδείξουµε {σε µια απλή µορφή του) ίσως το πιο 
Ὀεμελιώδες αποτέλεσµα της Θεωρίας Πιδανοτήτων, τον Νόμο των Μεγάλων Αριδμών. 
Χωρίς να μπούμε αχόµα σε µαδηµατιχές λεπτομέρειες, ο Νόμος των Μεγάλων Αριῤμών 
λέει το εξής: 


Έστω ένα «μεγάλο» πλήδος Ν από ανεξάρτητες Τ.Μ. Χι,..., Χν, οι οποίες 
έχουν όλες την ίδια κατανομή, χαι κατά συνέπεια την ἴδια µέση τιµή Ε(Χι) Ξ 
µ. Τότε 


Ν 

ᾗ 

τη }΄Χι - µ, µε πιθανότητα - 1. 
ἐ--Ί 

Η αυστηρή μαθηματική διατύπωση είναι η αχόλουδη: 


Θεώρημα 10.1. (Νόμος των Μεγάλων Αριῤμών (Ν.Μ.Α.) ) Έστω µια ακολουθία 
από ανεζάρτητες 1.Μ. Χι, Χ.,... που έχουν όλες την ἴδια κατανομή και κατά συνέ- 
πεια την ἴδια µέση τιµή µ -- Ε(Χι) και την ἴδια διασπορά σ΄ -- ΝΑΒ(ΧΙ). Έστω ο 
ἐμπειρικός µέσος όρος 


Για κάθε ε- 0, έχουµε 


Ρ(Χν-- µε) -»1, καθώς το Ν --» οο. 


Απόδειξη. Ἡ απόδειξη εἶναι µια απλή εφαρµογή της Ανισότητας του ΟΠεβγε]μεν. Ία- 
ταρχήν παρατηρούμε πως η µέση τιµή της 1.Μ. Χν είναι 


ος - μα ω 1 
κα ο ρολο ο ο ο 


Παρομοίως, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι τα ἅΧι είναι ανεξάρτητα, η διασπορά τῆς 


Ἑ Μ. ἂν είναι 


Ν Ν Ν 

ος 1 1 1 .. 
2 
Ξ- ο κΛΧ σ---- 


Ν2 Νἱ 


10.9. ο ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΜΕΓΑΛΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ 


Τέλος, δεδομένου του ότι ε- 0, από την ανισότητα του ΟΠεβγεμεν έχουµε 


« ΝΑΠ(λν) - σ᾽ 


α ε2 ΝεΣ᾽ 


Ρ(ᾶν --μ5ε) --Ρ((ᾶν-- Ε(Χν)! 5 ε) 


Άρα, 

9 
. Ξ σ 
Ρ(ᾶν- μιςε-1- Ρ(ᾶν- μι 21 - πρ, 


το οποίο προφανώς τείνει στο 1, καθώς το Ν -Σοο. 


Παρατηρήσεις 


2605 


1. ῶο αποτέλεσµα ισχύει όποιο χαι αν εἶναι το είδος των «Χι, αρχεί να υπάρχουν η 


µέση τιµή και η διασπορά τους. 


: την παρούσα του µορφή, ο Ν.Μ.Α. µας λέει ότι η ακολουθία των Τ.Μ. (και όχι 
αχολουδία αριθμών!) Χν τείνει στην σταδερά µ χαθώς το Ν --» οο µε την έννοια 
ότι η πιθανότητα να απέχει έστω χαι απειροελάχιστα το ΧΝ απ’ τη µ τείνει στο 
μηδέν. Δηλαδή, για οποιαδήποτε απόκλιση ε 3 0, οσοδήποτε µικρή, έχουµε 


Ρ(ᾶν- µ|2ε) -θ, καθώς το Ν -- οο. 


Στη γλώσσα των πιθανοτήτων, το είδος αυτής της σύγκλισης ονομάζεται «σύγκλι- 
ση χατά πιθανότητα». 


.Ἡ συγκεκριμένη διατύπωση του Ν.Μ.Α. καλείται «Ασθενής Νόμος των Μεγάλων 
Αριθμών». Υπάρχει και ένας «Ισχυρός Νόμος των Μεγάλων Αριθμών», σύµφωνα 
µε τον οποίο 
Ρ {πα ἄν μ)-]. 
Ν--»οο 

Στην γλώσσα των πιθανοτήτων, η αχολουδθία ἂν συγκλίνει στο µ «σχεδόν σίἰ- 
γουρα». Όλι δύο νόμοι μοιάζουν αρχετά στην διατύπωση, όµως ο Ισχυρός Ν.Μ.Α. 
αποδεικνύεται πολύ πιο δύσχολα, δεν απαιτεί την ύπαρξη της διασποράς σ’, χαι 
είναι πολύ πιο χρήσιμος σε θεωρητικά προβλήματα πιθανοτήτων. 


.. Όπως φαίνεται Χαι από τα επόµενα παραδείγματα, ο Ν.Μ.Α. µας εξασφαλίζει ότι 
ισχύουν πολλές ιδιότητες των Πιδανοτήτων που διαισθητικά είναι αναμενόμενες, 
αλλά δεν τις είχαµε αποδείξει µέχρι τώρα. ἹΚατά µία έννοια, ο Ν.ΜΙ.Α. είναι «από- 
δειξη» ότι η Θεωρία Πιδανοτήτων «δουλεύει»! 


Παράδειγμα 10.8. (Τι ὃα πει «πιθανότητα»;) Έστω πως µας ενδιαφέρει η πιθανό- 


τητα ρΞ- Ρ(4Α) του να συμβεί ένα συγκεκριµένο ενδεχόμενο Α. Λόγου χάρη, το Α ὃα 


μπορούσε να αντιστοιχεί στα «η δεραπεία του ασθενή ήταν επιτυχής» ή «το δίκτυο πα- 


ρουσίασε σφάλμα» ή «η εχτέλεση του αλγορίῦμου ολοκληρώῦηκε κανονικά» χλπ. Ένας 
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τρόπος για να δώσουμε ένα διαισθητικό νόηµα στην πιδανότητα Ρ είναι να φανταστούμε 
πως επαναλαμβάνεται το ίδιο αχριβώς πείραμα πάρα πολλές, ανεξάρτητες φορές, έτσι 
/ ας. ο ὅ / {- / 
ώστε, τουλάχιστον στο διαισθητικό επίπεδο: «η πιθανότητα ῥ -- Ρ(4Α) είναι το ποσοστό 
των φορών, µαχροπρόῦεσµα, που συμβαίνει το Α». Ο Ν.Μ.Α. είναι αχριβώς το αποτέλε- 
σµα εχείνο που τεχμηριώνει αυτόν το συλλογισμό μαθηματικά, γιατί δείχνει ότι ο τρόπος 
που ορίσαµε την πιθανότητα είναι συµβατός µε την άνω ερμηνεία της πιθανότητας Ρ(Α). 
Συγκεκριµένα, το πιο πάνω φανταστικό σενάριο µπορεί να περιγραφεί ως εξής. Έστω 
ον / / / / / . / 
πως έχουµε ένα µεγάλο πλήδος, Ν, ανεξάρτητων επαναλήψεων του ίδιο πειράµατος, χαι 
ας ορίσουμε, για την χάδε επανάληψη {, µια Τ.Μ. Χιπου να ισούται µε 1 αν το Α συνέβη 
τη φορά ἔ, αλλιώς να ισούται µε 0. Τότε, 


ΔΝ 
ο / / 1 
«ποσοστο των φορων που συνέβη το Α» -- πι ρα. 
τΞ1 


χαι ο Ν.Μ.Α. µας λέει πως, µε πιθανότητα που τείνει στη µονάδα, αυτό ὃα απέχει από 
την µέση τιµή των Χι λιγότερο από ε. Ἠφόσον τα «Χῃ είναι Βοεγποι]1 Τ.Μ., η µέση τιµή 
Ε/{Χι) είναι απλά η πιθανότητα ῥΞ- Ρ(Α) του να έχουµε Χιζ- 1, δηλαδή του να συμβεί 
το Α. Με άλλα λόγια: 


Η πιθανότητα ϱ του να συµβεί ένα οποιοδήποτε ἐνδεχόµενο «Α, ισούται µε 
τη συχνότητα µε την οποία ὃα συμβεί μακροπρόθεσμα, το Α, σε πολλές 
ανεξάρτητες επαναλήψεις του ἴδιου πειράματος. 


Παράδειγμοι 10.9. (ΓΓατί γίνονται δηµοσκοπήσεις;) Έστω πως σε έναν πληθυσμό 
ΛΜ ατόμων οι Μ4/4 είναι φηφοφόροι χάποιου χόμµατος, δηλαδή το χόμµα αυτό στις 
εκλογές ὃα πάρει ποσοστό 2570. Μια δημοσκόπηση επιλέγει στην τύχη ένα «μεγάλο» 
πλήθος ατόµων Ν (µε επανατοποθέτηση) Χαι τα ρωτά αν Όα ψηφίσουν το χόμµα αυτό. 
(Σε τυπικές δηµοσχοπήσεις έχουµε Ν μεταξύ 1000 και 2000 ερωτηθέντων σε έναν 
πληθυσμό ΛΜ μεταξύ 500 χιλιάδων χαι ὃ εχατομμυρίων ατόμων.) 

Έστω Χι µια Τ.Μ. που ισούται µε 1 αν το άτοµο { που ρωτάται είναι ψηφοφόρος του 
χόμματος, και ϐ0 αν όχι, οπότε οι Χι είναι ανεξάρτητες Τ.Μ. Βετπ(θ.25). Τότε, 


Ν 
1 
«ποσοστό ερωτηδέντων που είναι ψηφοφόροι του χόμματος» -- κ ) Χι 
[απ] 


χαι ο Ν.Μ.Α. µας λέει πως, µε πιθανότητα που τείνει στη µονάδα, αυτό Όα απέχει από 
την µέση τιµή των ἅι, δηλαδή το 0.25, λιγότερο από ε. Ἆρα, απὀ ένα αρχετά µεγάλο 
(τυχαίο) δείγµα, μπορούμε να εχτιµήσουµε το πραγµατικό ποσοστό ψήφων που αυτό το 
χόμμα Όα πάρει στις εχλογές. 
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Ποράδειγµοι 10.10. (Δειυνγματοληφία) Έστω πως Ὀέλουμε να υπολογίσουμε το µέσο 
ύψος ᾖ {σε εκατοστά) που έχουν ΛΜ κορίτσια σε ένα σχολείο. Αν Ψι. είναι το ύψος του 


κοριτσιού ἆ -- 1,2,..., ΛΜ, θέλουμε να εχτιµήσουµε το 
ι 
«μέσο ύψος» -- {4 -- π Σ 


Αντί να εξετάσουμε ολόχληρο τον πληθυσμό, επιλέγουμε τυχαία, µε επανατοποῦέτηση, 
Ν µέλη του πληδυσμού, όπου το μµέγεῦος Ν του δείγµατός µας είναι μεν σχετικά µεγάλο, 
αλλά είναι σηµαντικά μικρότερου του συνολικού µεγέδους Μ του πληθυσμού (όπως και 
στο προηγούμενο παράδειγµα). Έστω ἅῃ το ύψος του κοριτσιού ] που επιλέξαμε. Τότε 
τα Χ; είναι ανεξάρτητα, χαι το χάδε Χ; έχει σύνολο τιµών ὁ Ξ {ψι,θο,...ιΜ} και 
μάζα 


ϊ 
ρω) Ξ Ρ(Χ: Ξ- νι) Ξ ΡΒ(«επιλέξαμε το κορίτσι ὧν) Ξ πι 


(Για απλότητα, υποθέσαμε ότι όλα τα ύψη είναι διαφορετικά, ας πούμε γιατί τα έχουµε 


μετρήσει µε άπειρη ακρίβεια.) Άρα τα ἅ] έχουν µέση τιµή 


Ε(Χ/)- Σεκ ρίν)-- ὸ Ἠιχ πας 218. Ξ-ᾖ. 
κι κι κι 


Αν εχτιµήσουμε λοιπόν το ᾷ ως τον µέσο όρο απ’ τα ύψη των χοριτσιών που επιλέξαμε, 
ο Ν.Μ.Α. διαβεβαιώνει πως, αν το μέγεθος Ν του δείγµατός µας είναι αρχετά µεγάλο, 
τότε η εχτίµησή µας Όα είναι ακριβής µε πιθανότητα χοντά στο 10054: 


Ν 
«μέσο ύψος δειγμάτων» -- ο. Χι- Ε(Χι) -3, µε πιθανότητα -- 1. 
ὖ--1 
Παράδειγμα 10.11. (Κόστος συντήρησης αυτοκινήτου) Έστω Χι ο χρόνος {σε έτη) 
ανάµεσα στην { -- 1 χαι την { βλάβη ενός αυτοκινήτου. (Έστω πως Χι είναι ο χρόνος 
για την πρώτη βλάβη.) Έστω επίσης Υ; το χόστος τῆς βλάβης {, σε ευρώ. Δίνεται ότι 
οι ἅῃ έχουν όλες την ἴδια χατανοµή, µε µέση τιµή µχ, χαι είναι ανεξάρτητες μεταξύ 
τους. Ἠπιπλέον, οι Υ1 έχουν επίσης όλες την ἴδια κατανομή, µε µέση τιµή µγ, και εἶναι 
ανεξάρτητες μεταξύ τους. Από τον Νόμο των Μεγάλων Αριὑμών, χαθώς π -}οο, 


αι Χι δα Υ: 


μα, πο ο -ὃμγ. 
Τι Τι 
Παίρνοντας το πηλίκο, έχουµε 
ης ι Ἡν - 
τ 
δος μχ 
Το αριστερό σχέλος εκφράζει το µέσο Χόστος, σε ευρώ ανά έτη, χαι βρήχαμε ότι η 


ποσότητα αυτή συγχλίνει στο ΕΣ. όπως ήταν διαισθητικά αναμενόμενο 
η η συγ μα. ς η η ΗΕνΝΟµΕΝΟ. 
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10.4 Το Ικεντρικό Οριαχκό Θεώρημα 


Έστω ἅι, { -- 1,2,... µια ακολουθία από ανεξάρτητες Τ.Μ. µε την ἴδια κατανομή, µέση 
τιµή Ε(Χ) -- µ χαι διασπορά ΝΑΗΠ(Χ) -- σ”. 

Το πρώτο Ὀεμελιώδες αποτέλεσµα των πιθανοτήτων, ο Ν.Μ.Α., µας εξασφαλίζει ότι 
η πιθανότητα ο εµπειρικός µέσος όρος 


να παρουσιάζει απόχλιση από το µ µεγαλύτερη από ε τείνει στο 0, δηλαδή 
μπι Ρ(Χν- μ32ε)--0. 
Ν--»οο 


Δύο βασιχά χαι μάλλον προφανή ερωτήµατα που γεννιούνται από τον Ν.Μ.Α. εἶναι 
τα εξής: 


1. Πόσο µεγάλο πρέπει να είναι το πλήθος ΔΝ των δειγμάτων, ώστε να έχουµε κάποια 
σχετική βεβαιότητα πως ο εµπειρικός µέσος όρος ἄν ὃα είναι αρχετά χοντά στη 
/ / 
µέση τιµή µ; 
2. Ηπιπλέον, δεδομένου του πλήθους Ν, πόσο µικρή είναι η πιδανότητα το ἄν να 
απέχει κατά πολύ από το µ; 


Αν εξετάσουμε προσεχτικά την απόδειξη του Ν.Μ.Α. που δώσαμε ὃα δούµε πως, 
πέρα απ΄ το ασυµπτωτικό αποτέλεσµα του δεωρήματος (το οποίο ισχύει µόνο καθώς το 
Ν -ν οο), η απόδειξη περιέχει και κάποιες πρώτες απαντήσεις στα πιο πάνω ερωτήµατα. 
Συγκεκριµένα, δείξαµε πως Ἡ µέση τιµή χαι διασπορά του ἂν είναι, αντίστοιχα, 


2 
Ε(Χχ)- µ ται «ΝΑΠ(Χγχ) - ο. για κάθε Ν. 


Επιπλέον βρήχαµε ένα ακριβές ποσοτιχό φράγμα για την πιθανότητα ο εµπειριχός µέσος 

όρος Χν να απέχει από την µέση τιµή µ χατά τουλάχιστον ε: 

ασ. 

πο ΝεΣ 

Αν χαι μαθηματικά σωστό, το πιο πάνω φράγµα στις περισσότερες περιπτώσεις δεν είναι 

αρχετά ακριβές ώστε να είναι χρήσιμο στην πράξη. Με άλλα λόγια, η ζητούµενη πιδα- 

νότητα στην άνω σχέση είναι συνήθως σηµαντικά μικρότερη απὀ το φράγμα σ᾽/(Νε’). 
Το δεύτερο Ὀεμελιώδες αποτέλεσµα των πιδανοτήτων, το Κεντρικό Οριακό Θεώ- 

ρηµα καλύπτει αυτή την αδυναμία του Ν.Μ.Α., δίνοντας µια αχριβή προσέγγιση της 

πιθανότητας (ἂν -μι2 ε). 


Ρ(ᾶν --μ]Σε) 
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Συγκεκριµένα, το Εεντρικό Όριακό Θεώρημα λέει πως, χάτω από ορισμένες συν- 


Ὀήχες, η χατανοµή του εμπειρικού µέσου όρου ἄν µπορεί να προσεγγιστεί µε µεγάλη 
σὃ 9 


π;, όπουσ 


αχρίβεια από την κανονική κατανομή µε παραμέτρους µ χαι 
των Χπ. 


εν / 
είναι η διασπορά 


Ισοδύναµα, επειδή για τις χανονικές Τ.Μ. γνωρίζουμε ότιαν η Χ » Ν(µ, σ”) τότε 
η Υ -- ὄΞΕ ο Ν(0, 1), ὃα ισχύει επίσης ότι το άθροισμα 


οι λος - ος 
κ ο. 


ακολουθεί κατά προσέγγιση την τυπική κανονική κατανομή Ν{0, 1). Συνεπώς, οι πιθα- 


νότητες ενδεχόμενων που αφορούν τον ἂν μπορούν εὐχολα να υπολογιστούν. 
ητες χομ φορ Ν µπορ Υ 


Θεώρημα 10.2. (Κεντρικό Οριακό Θεώρημα (1.0.Θ.) ) Έστω µια ακολουδία από 
ανεξάρτητες Ἱ.Μ. Χι, Χο,... που έχουν όλες την ἴδια κατανομή και κατά συνέπεια 
την ἴδια µέση τιµή µ - Ε(ίΧι) και την ἴδια διασπορά σ» -- ΝΑΠ(Χι). Έστω το 


κανονικοποιηµένο ά Όροισμα 


Ν 
-- ας χι) τμ 1 


δν ( . πέσο) ος 


σψ1/Ν σ πο ὅο-. σνΝ 


Έστω επίσης α͵,ὃ Ε Ἰ, α « ὐ. Ισχύουν τα ακόλουδα, καθώς Ν --»οο: 


ασ ο -». Φ(0)-- Φία). 
Ρ(ῶν « ὐ) - Φ(0), 
ο --- 


Παρατηρήσεις 


1. Ἡ απόδειξη του Ι.0.Θ. εἶναι πολύ τεχνική, χαι ξεφεύγει κατά πολύ από τους 
στόχους του παρόντος µαθήµατος. Συνεπώς την παραλείπουµε. 


2. Το Ι..0.Θ. δεν είναι µόνο στο διαισθητικό επίπεδο µια ακριβέστερη µορφή του 
Ν.Μ.Α., αλλά μπορούμε χαι να αποδείξουµε τον Ν.Μ.Α. από το Κ.0.Θ. 


ὃ. Παρατηρήστε ότι έχουµε ένα είδος σύγκλισης που δεν έχουµε ξαναδεί. Σ0γΧε- 
Χριμένα, η χατανοµή µιας αχολουῦδίας Τ.Μ. ον συγκλίνει σε µια άλλη χατανοµή, 
στην συγχεχριµένη περίπτωση την τυπική χανονιχή. Αυτού του είδους η σύγχλιση 
καλείται «σύγκλιση χατά κατανομή». 
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Σχήµα 10.1: Σύγχλιση της χατανοµής των αὑροισμάτων ». Χι (αριστερά) χαι των κανονικοποιηµέ- 


- Ν Χι]-- 
νων αὐροισμάτων ὧν -- ας (δεξιά) στην κανονική χατανοµή, στην περίπτωση Χι ν 0, 11. 
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4. Ένα παράδειγµα της σύγκλισης που προβλέπει το Κ.0.Θ. φαίνεται στο Σχήµα 10.1. 
Αριστερά φαίνονται µε συνεχή γραμμή οι πυχνότητες, όπως έχουν υπολογιστεί 
µε χρήση Η/Ύ, των αὐροισμάτων πως Χι, για Ν - 1.2,9,4, και όταν τα ἅι 
είναι κατανεμημένα ομοιόμορφα στο |0,1]. Φαΐνονται επίσης, µε διακεχομµένη 
γραμμή, οι χανονιχές κατανομές στις οποίες συγκλίνουν οι πυχνότητες. Στο δε- 
ξί µέρος έχουµε σχεδιάσει τις πωχνότητες των χανονικοποιηµένων αὑροισμάτων 
ον - στ πό ος --µ) και τις αντίστοιχές τους κανονικές. Παρατηρήστε ότι η 
σύγκλιση είναι πολύ χαλή, αχόµα χαι για την µιχρή τιµή Ν --4. 


ὅ. Η πρακτική χρησιμότητα του Ι.0.Θ. είναι ότι µας επιτρέπει να υπολογίζουμε προ- 
σεγγιστικά πιθανότητες που αφορούν µέσους όρους χαι/ή αὑροίσματα ενός πλή- 
Όους Ν ανεξάρτητων Τ.Μ. Χι, Χο,.....ΧΝ, όλων µε την ἴδια χατανοµή. Ἡ µεῦο- 
δολογία είναι πάντα η ἴδια: 

(α) Υπολογίζουμε (αν δεν γνωρίζουμε ἤδη) τη µέση τιµή και τη διασπορά των ἅι. 


/ ὦ- / / / νὰ Γά 

(93 Εἰκφράζουµε το ενδεχόμενο του οποίου την πιθανότητα θέλουμε να υπολογί- 

σουµε ως µια ανισότητα ή συνδυασμό ανισοτήτων που αφορούν το χανονικο- 
ποιηµένο άδροισµα 9Ν, σε οποιαδήποτε από τις µορφές του µας βολεύει. 


(Υ) Επικαλούμαστε το Κ.0.Θ. για να προσεγγίσουμε την πιδανότητα του ενδεχό- 
µενου που βρήχαµε στο προηγούμενο βήµα µέσω της κανονικής κατανομής. 


6. Το σφάλμα που κάνουµε στην άνω προσέγγιση εξαρτάται από πολλούς παράγοντες: 


Την απόσταση μεταξύ των α, ὃ. 


Την σχέση ανάµεσα στα α, ῦ, µ. 


| 
| 
) Την κατανομή των ἅι. 
(5 Την τιµή του Ν. 


Γενικώς, όταν το Ν είναι αρχετά µεγάλο, πχ µεγαλύτερο του ὅθ, χαι όταν τα α, ὃ 
απέχουν αρχετά μεταξύ τους χαι είναι αρχετά χοντά στο µ, ώστε η πιθανότητα που 
βρίσχουµε να µην είναι πολύ µικρή, π.χ., µεγαλύτερη του 0.01, τότε η προσέγγιση 
είναι ικανοποιητική. 


Τ. Δείτε τα αχόλουδα παραδείγµατα για εφαρμογές αυτής της µεὺοδολογίας. 


Παράδειγμα 10.12. Ἐστω πως Χι είναι η δερμοχρασία ενός επεξεργαστή την ημέρα 
{, όπου θεωρούμε πως τα ἅ; είναι ανεξάρτητες Τ.Μ. µε κατανομή ἅι 610, 50]. Ποια 
η πιθανότητα η µέση Ὀερμοχκρασία του επεξεργαστή σε µία περίοδο ὃ µηνών (δηλαδή 90 
μερών) να ξεπερνά τους 51 βαὐμούς; 
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Για να εφαρμόσουμε το .0.Θ. αρχικά υπολογίζουμε την µέση τιµή και την διασπορά 
των «Χι οι οποίες, απὀ τις αντίστοιχες ιδιότητες της οµοιόµορφης κατανομής είναι 
ο 1-5 (50 -- 10)3 400 
πμ .-ν ο τς 


αντίστοιχα. Άρα, η ζητούµενη πιθανότητα µπορεί να εχφραστεί ὡς προς το Χανονικο- 


μΞξ Ε(Χ)) 0, σ’ -ΝΑΗ(Χ) - 


ποιηµένο άῦροισµα του Ι.0.Θ. ως εξής: 


τίς τα 5 31) - τς σ - 31-30) -- Ρας Σαμ » 


όπου η τιµή ν Ν/σ είναι ν90/ ψ400/3 -- 0.8216. Άρα, από το Κ.0.Θ., η ζητούµενη 


πιδανότητα µπορεί να προσεγγιστεί ως 


} 


2) 


Ν 

1 
Ρις κ 81) «. Ρ(2 0.65) --1--Ρ(Ζ-«0.2) --1-- Φ(0.89), 
πὸ. . (30.52) ({ ς« 0.52) (0.52) 


όπου η Ζ έχει χατανοµή Ν(0, 1). Αντικαθιστώντας την τιµή Φ(0.52) -- 0.1959, τελικά 
βρίσχουµε πως η ζητούµενη πιθανότητα είναι 1 -- 0.7959 -- 0.2061. 


Παράδειγμα 10.132. Από εμπειρικές µετρήσεις παρατηρούμε πως Ἡ διάρχεια εχτέλε- 
σης ενός αλγορίῦµου διαρχεί κατά µέσο όρο 11.5 δευτερόλεπτα, µε τυπική απόκλιση -Ε4 
δευτερόλεπτα. Ποια είναι η πιθανότητα, σε 400 διαδοχικές, ανεξάρτητες χρήσεις του 
αλγορίῦμου, ο συνολικός χρόνος εχτέλεσης να µην ξεπερνά τις δύο ώρες; 

Έστω Χι ο χρόνος εκτέλεσης του αλγορίθμου την φορά { για {-- 1,...,Ν -- 400. 
Από τα δεδοµένα του προβλήματος έχουµε πως τα ἅ; εἶναι ανεξάρτητες Τ.Μ. µε µέση 
τιµή µ -- 11.5 δευτερόλεπτα χαι τυπιχή απόκλιση σ -- 4 δευτερόλεπτα. Συνεπώς, 
η ζητούµενη πιθανότητα µπορεί να εχφραστεί χρησιμοποιώντας το χανονικοποιηµένο 


ἀῦροισμα του Κ.0.Θ. ως εξής: 


ΔΝ Ν 
Ρ(Σ Χις2κ6ῦχϱ) ος Σ΄ (Χι-- κ) «Τ200 -- 400 χ 11.5) 


| 


ο 900 
σης» χι) στο) 
μα 


όπου Ζὔ »» Ν(0,1) και πάλι εφαρµόσαμε το Κ.0.Θ. Άρα η ζητούµενη πιθανότητα είναι 
Ν 

“ολ. « Τ200) ο. Ρ(Ζ «2:5) -- δ(2.5) «- 0.9038, 
ἐξ] 


όπου αντικαταστήσαµε την τιµή Φ(2.5) -- 0.993. 
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Παράδειγμα 10.14. (Διαγώνισμα) Σε ένα διαγώνισµα υπάρχουν 150 ερωτήσεις 
Προ «Ἰοίσο, η κάθε µια µε ὃ δυνατές απαντήσεις. Για χάδε σωστή απάντηση ο 
εξεταζόµενος παίρνει ὁὃ βαὐμούς χαι για κάθε λάθος χάνει 1 βαὺμό. ὙΥποδέτουμε ότι 
χάποιος απαντάει όλες τις ερωτήσεις στην τύχη, ανεξάρτητα τη µια απ’ την άλλη. Ί]οια 
η πιδανότητα να πάρει µέσο όρο βαὐμολογίας µικρότεροτου ς; 

Η πιθανότητα να επιλέξει τη σωστή απάντηση είναι 1/5 χαι η πιθανότητα να επιλέξει 
λάθος είναι 4/5. Ορίζουµε τις παρακάτω Τ.Μ., για Ξ1,..., 150: 


-- ὃ, µε πιθανότητα ῥΞ- 1/5, 
| --ᾱ, µε πιθανότητα 1 --Ρ- 4/5. 


Έχουμε ότι: 


και 


ΝΛΗ(Χ/) --Ε(ΧΣ-- (Ε(Χ/)Σ -- (ν . τν -- :) - ο - ο 


Η πιθανότητα να πάρει ο εξεταζόµενος τελιχά µέσο όρο βαὐμολογίας χάτω του . είναι 


ρ [πα Σαι«δ) -- ρ[σιαι κος) τρ [σαι νο) κ.) 


Ρ[Σεε(Χι- (11), 
Ψ150 κ 64/25 Ψ150 χ 64/25 


56 
φ -- Φ(2.81) -- 0.995. 
Ψ150 κ 64/25 


Παρατήρηση: Ἡ άνω µενοδολογία µπορεί να εφαρμοστεί για οποιοδήποτε είδος χκα- 
τανοµής των ἅι. Στην ειδική περίπτωση που οι Χι λαμβάνουν συνεχόμενες αχέραιες 
τιµές, μπορούμε να χάνουμε µια µικρή τροποποίηση, που βελτιώνει χάπως την ακρίβεια 
της προσέγγισης, ιδιαιτέρως όταν η ζητούµενη πιθανότητα εἶναι πολύ µικρή. Συγχεχρι- 
μένα, έστω πι ««Μ χαι έστω πως πρέπει να υπολογίσουμε την πιδανότητα 


ρω τκικν). 


1ξ-1 


-. / / / Φ 
Τότε, προσεγγίζουµε αντί αυτής την πιθανότητα 


νο ὃ 1 
Ρίπ οκὸ ΧικΜας], 
[: 5 μ ) 
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Παρατηρήστε ότι αφού οι ΧἎι είναι αχέραιες, Όα είναι αι το ἀθροισμά τους ακέραιο, χαι 
άρα οι δύο πιδανότητες είναι ακριβώς ίσες. Όλι προσεγγίσεις τους όµως Όα διαφέρουν 
μεταξύ τους, Χαι η προσέγγιση που ὃα βασίζεται στο δεύτερο ενδεχόμενο δα είναι 
καλύτερη. Διαισὺητικά, είναι λογιχό να αντιστοιχίσουµε στο ενδεχόμενο ν- κι τῇ 
το διάστηµα (πι-- ὦ, πι-Γ: 9). στο ενδεχόμενο σοι Χι-- πι--1 το διάστηµα (τι -- πα. 
3), χ.ο.κ., χαι τελικά στο ενδεχόμενο σι Χι -- Μ το διάστηµα (Μ -- ,Μ -- 5). 
Παρατηρήστε μάλιστα πως όταν ΛΜ -- Ίτι η πρὠτη προσέγγιση ὣα δώσει πιδανότητα 
αχριῤώς 0. Δείτε τα αχόλουῦα παραδείγματα. 
Παράδειγμα 10.15. Για Ν -- 150 ρίψεις ενός δίκαιου νομίσματος {; -- 1/2). ποια 
είναι η πιθανότητα οι συνολικές χορώνες να είναι μεταξύ των 90 χαι των 105: 

Για να απαντήσουμε, έστω ΧἎι, Χρ,..., ἂν Τ.Μ. όπου Χι -- 1 αν η {-οστή ρίψη είναι 
3, 
χατά τα γνωστά για την χατανοµή Βεγποι]]1. Έστω επίσης Υ -- Σο. «Χι το άθροισμα 


χορώνα, χαι Χι -- 0 αλλιώς. Η µέση τιµή των ἁΧι είναι : χαι Ἡ διασπορά Ρ(1 -- ϱ) - 


από χορώνες. Παρατηρούμε πως 
Ρ(90 «Υ « 105) 
Ἶ { 
- Ρος «Υ σος) 


1 1 
Ρ(ο0--ς-Ιδκ0δ«Υ ΙΧ 05 «107 --σοκος) 


ο0--5--1δ0χ0. Υ-τιδουχο  1065- 1δ0χ0.5 
ο ο ο τα ο ον ο ο ο οσα 
{/ 1503 {/ 1503 {/ 1504 
ο Φ(4.98) -- Φ(2.57) --1--0.9911 -- 0.0089, 


Αν δεν είχαµε τροποποιήσει αρχικά το εὖρος τιμών, το αποτέλεσµα ὃα ήταν 
φ(4.90) -- Φ(2.45) 1 -- 0.9925 -- 0.0012, 


ΗΠ αχριβής τιµή, όπως προχύπτει µε χρήση υπολογιστή, είναι 0.005δ. ἩΗ τροποποιημένη 
µεβοδολογία δίνει καλύτερο αποτέλεσµα, αλλά πάλι υπάρχει µια µιχρή διαφορά, που 
οφείλεται στο ότι η ζητούμενη πιθανότητα είναι πολύ µικρή. 


Ποράδειγµοι 10.16. (Τζένγκις Χαν) Νεώτερες αρχαιολογικές χαι ιστορικές έρευνες 
επιβεβαίωσαν την παραδοσιακή δοξασία ότι ο Τζένγχις Χαν είχε ακριβώς 103 παιδιά 
(γιους χαι χόρες). ὙΥποθέτοντας ότι το φύλλο του χαθενός παιδιού είναι ανεξάρτητο 
από τα άλλα, χαι ότι το κάθε παιδί είναι γιος µε πιδανότητα 5070, θα υπολογίσουμε 
προσεγγιστικά, µε χρήση του Ι.0.Θ., την πιδανότητα οἱ γιοι του Τζένγκις Χαν να 
ταν στο πλήδος μεταξύ 4900 και 6100 (συμπεριλαμβανομένων των άκρων 4900, 5100). 
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Έστω Χι, ὃ-- 1..... 10000, τυχαίες μεταβλητές Βοιποι]]1. Η Χι -- 1 αν το {-οστό 
παιδί είναι αγόρι, χαι Χι -- 0 αν το {-οστό παιδί είναι κορίτσι. Όι Χ έχουν µέση τιµή 
µ Ξ- 5 χαι διασπορά σ -- 41 -- 5) -- 1, συνεπώς τυπική απόχλιση σ Ξ- ὰ. Για την 
ζητούµενη πιθανότητα έχουµε: 

19000 
Ρ(4000ς }) Χις 5100) 
ο. 19000 
Ρ(48006ς ὃ Χις δ100.8) 


1ξ-1 


10000 
1 1 
Ρ(4899.5 -- 10000 κ , ας Σ Χι-- 10000 κα . ««5100.5 -- 10000 κ . 


. ει, -Ί00θ0χ5, σι Χι-- 10000 Χ ο 5100.5 -- 10000 κ ὴ 
ἂν 10000 α. ἂν 10000 ει ἂν 10000 
- Ρ ς η01 «Σ15. Χι- 100005] 
1ν10000 σ 


ὲ 


Ρ(001« 2 « 2.01) -- δ2.01) -- ᾱ(- 2.01) -- 262.01) -- 1 0.9855Τ4. 


Χωρίς την τροποποίηση τῆς πρώτης ισότητας, το αποτέλεσµα ὃα προέχυωπτε  0.954499. 
Π ακριβής τιµή, µε χρήση υπολογιστή, είναι -- 0.9555τ4. 

Παράδειγμα 10.1. Ἠστω πως η διάρχεια κάθε τηλεφωνικής κλήσης σε ένα δίκτυο 
έχει εκθετική κατανομή µε µέση διάρχεια δύ δευτερόλεπτα, χαι έστω πως οι διάρχειες των 
διαδοχικών κλήσεων είναι ανεξάρτητες. Μια κλήση Ὀεωρείται «σύντομη» αν διαρχέσει 
λιγότερο από ένα λεπτό. Ἰοια είναι η πιθανότητα, το πλήθος των σύντομων χλήσεων 
ανάμεσα στις 260 που έγιναν σε µία µέρα να εἶναι μικρότερο 120: 


Έστω µια Τ.Μ. Υ΄ »» Εκὺ(δ5). Η πιθανότητα µια χλήση να είναι σύντομη είναι 
ρ-- Ρ(Υ «ϱ0) -- 1 -- εδθ/δδ .» 0.5068. 


Έϊστω, τώρα, ανεξάρτητες Βετπ(ρ) Τ.Μ. Χι, όπου η χάδε ἅι -- 1 αν η χλήση ἆ είναι 
σύντομη. Ἡ µέση τιµή των ἅι είναι Ε/{Χι) -- Ρ χαι η διασπορά τους σ- Ξ- Ρ(1 -- κ). Ἡ 
ζητούµενη πιθανότητα εἶναι 


2500 200 250 
Ρ ο τας ς 0) - Ρ ο πας πο) -Ρ ο --ϱ) «119.5 -- σον) 
1ΞΞ1 1ΞΞ1 1ΞΞ1 


«Σα 19.5 --250Ρ 


ροπτῃ τε 2Ρ0Ρ(1 -- ο) 


Ρίκα .. - -- ᾱ{ 08059) --0.1851. 


ὲ 


2/4 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 10. ΟΡΙΑΚΑ ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ 


Αν δεν είχαµε τροποποιήσει αρχικά το εύρος τιμών, το αποτέλεσµα ὃα ήταν (επιβεβαιώ- 
στε το) Φ(--0.5926) --0.2025. Η ακριβής τιµή, όπως προκύπτει µε χρήση υπολογιστή, 
είναι επίσης - 0.1851! Για την ακρίβεια, το σφάλμα του πρώτου µας υπολογισμού είναι 
περίπου ίσο µε 100. 


Παρατήρηση: Παρατηρήστε ότι στα άνω δύο παραδείγµατα είχαµε την προσέγγιση 
ενός αὈροίσματος όμοια κατανεµηµένων χαι ανεξάρτητων Τ.Μ. Βειποι]]! µέσω της 
κανονικής κατανομής. ΠἩαρατηρήστε όπως ότι ένα ἀῦροισμα όμοια κατανεµηµένων χαι 
ανεξάρτητων Ἑ.Μ. Ώοιποι]! αχολουῦδεί την διωνυµική χατανοµή. Ἆρα, μπορούμε να 
προσεγγίσουµε την διωνυµική χατανοµή µέσω της χανονιχής! Αυστηρά, έχουµε το 
αχόλουῦο λήμμα, που δίνουµε χωρίς απόδειξη: 


Λήμμα 10.3. (Προσέγγιση της Διωνυμικής Κατανομής από την Κανονική) Έστω 
ακολουδία από διωνυµικές Ί.Μ. Χν µε παραμέτρους Ν, Ρ. Τότε, καθώς Ν --»οο: 


Ρως το) ο, σα, 


στο 

»{ δμν οι μέ, υ) ο. 
Μα 

»{ ως ποσα 
στα 


Παρατηρήσεις 


1. Στο Σιχήµα 10.2 έχουµε σχεδιάσει µια αχολουδία από διωνυµικές µάζες Τ.Μ. µε 
Ρ και Ν -- 2,5,10,15. ΠἩαρατηρήστε πως, όπως προβλέπει το Ι.0.Θ., καθώς 
μεγαλώνει το Ν, οι µάζες τείνουν στην κανονική κατανομή 


2. Πρακτικά, η άνω προσέγγιση είναι ικανοποιητική όταν το Ν είναι αρχετά µεγάλο, 
π.χ., µεγαλύτερο του 50, χαι ταυτόχρονα το ΝΦΡ εἶναι αρχετά µεγαλύτερο τῆς 
µονάδας, π.χ. µεγαλύτερο του 10. 
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0 9) 10 15 


Σχήµα 10.2: Σύγκλιση τῆς διωνυµικής χατανοµής στην Χανονική, για Ρ -- 0.4 χαι για αυξανόμενες 
τιµές του Ν (Ν -- 2,5, 10, 15.) 
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